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инамическая задача о камуф-
летном взрыве сосредоточенно-

го и удлиненного зарядов взрывчатого 
вещества (ВВ) в большинстве работ 
сводится к модели соответственно сфе-
рической и цилиндрической полости в 
неограниченной среде, внезапно под-
верженной действию давления газооб-
разных продуктов детонации ВВ. Для 
постоянного давления взрывных газов 
применительно к сферической полости 
она рассматривалась Дж. Шарпом [1]. В 
статике подобная задача была решена 
Ламе [2].  

Следует отметить, что точное анали-
тическое решение задачи о взрыве ци-
линдрического заряда в упругой среде 
до настоящего времени не получено. 
Подобная задача, но при воздействиях 
специального вида на цилиндрическую 
полость в среде решена Селбергом Г. 
[3], однако ее применимость к взрыву 
удлиненного заряда затруднительна. В 
то же время для статического случая, 
являющегося предельным к динамиче-
скому воздействию, имеется решение, 
полученное Ламе [2]. Сложность реше-
ния указанной задачи обусловлена тем, 
что напряжения в среде при динамиче-
ском рассмотрении носят колебатель-
ный быстрозатухающий характер, опре-
деляемый в изображениях функциями 

Бесселя и Макдональдса, обратное инте-
гральное преобразование которых свя-
зано с контурным интегрированием, ко-
торое выполняется только в простейших 
случаях. 

Такое положение вызвало большое 
число приближенных решений. Боль-
шинство из них связано с решением 
приближенных уравнений теории упру-
гости и их адекватность реальному на-
пряженному состоянию среды, форми-
руемому в произвольный момент време-
ни при взрыве удлиненного заряда 
весьма спорна. В последнее время полу-
чено относительно простое приближен-
ное решение для случая действия на 
границу полости постоянного давления, 
существо которой сводится к замене пе-
риодической функции, определяющей 
колебательное движение среды, на мо-
нотонную функцию, сходящуюся на 
бесконечности к той же величине, что и 
периодическая [4,5]. При этом монотон-
ная функция является решением диффе-
ренциального уравнения о генерации 
упругих волн сферическим и цилиндри-
ческим излучателем.  

Близость данного решения к точному 
с позиции сходимости подтверждена 
при сравнении с точным решением Дж. 
Шарпа [1] о нагружении сферической 
полости в упругой среде 

Д 
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Рис. 1 

 
постоянным давлением. Максимальное 
расхождение приближенного и точного 
решений для зависимости относитель-
ного перемещения границы полости 
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= =  от безраз-

мерного времени 1 0/t C t r=  не пре-

вышает 25 % (рис. 1) [4]. Здесь 0r  и 

0u  - соответственно радиус и переме-
щение границы сферической полости, Е 
и V - модуль упругости и коэффициент 
Пуассона, C1 - скорость продольной 
волны в среде. Стабилизация величин 
перемещений наступает примерно при 
t = 8 ÷ 10 или в размерных единицах 
( 1 94,64t t= ⇔ =  мкс) при t = 757,1 ÷  
946,4 мкс, т.е. практически мгновенно. 
Также показано [4,5], что в приближен-
ном решении величины деформаций и 
напряжений стремятся при t →∞  к 
статическим значениям, совпадающим с 
решением Ламе.  

В действительности, вследствие 
расширения полости и постоянства 
массы продуктов детонации при ка-
муфлетном взрыве имеет место сни-
жение давления газов на ее стенки с 
течением времени. Как в статике, так и 
в динамике учет этого явления произ-
веден только для случая сферической 
полости [6, 7]. Для взрыва удлиненно-
го заряда приближенное решение по-
лучено только для постоянного давле-
ния взрывных газов [4, 5]. 

Под действием давления газов по-
лость расширяется, что вызывает 
уменьшение давления на ее границу и с 
другой стороны, упругое сжатие среды и 
возрастание противодействия с ее сто-
роны. Естественно, развитие деформа-
ций и напряжений во времени при пере-
менном давлении не будет соответство-
вать решению Шарпа, а равновесное 
давление и соответствующее перемеще-
ние при учете расширения полости 

( )tu  

t
0 2 4 6 8 10 12

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Пунктирная линия – 
точное решение; 
Сплошная линия – при-
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должны быть меньше значений, полу-
ченных в решении Ламе [8, 9]. 

Из этих общих рассуждений следует, 
что корректное решение задачи о взрыве 
в полости требует обязательного учета 
снижения давления продуктов детона-
ции ВВ в процессе ее расширения.  

2. Математическая модель 
Построение математической модели 

будем вести одновременно для сосредото-
ченного и удлиненного зарядов. 

При камуфлетном взрыве сосредото-
ченного и удлиненного заряда ВВ (соот-
ветственно сферическая и цилиндриче-
ская полость радиуса r0 в упругой среде 
под давлением продуктов детонации 
ВВ) в силу симметрии отлично от нуля 
только радиальное перемещение u, ко-
торое в акустическом приближении оп-
ределяется дифференциальным уравне-
нием [4,8]: 

1

1
r

u
t C

σ
ρ

∂
=

∂
,              (1) 

где ρ - плотность среды, кг/м 3; C1 - ско-
рость продольной волны, м/с; rσ  - на-
пряжение в рассматриваемой точке с 
координатой r, Па. 

Приближение (1) показывает, что на-
пряжение в каждой точке связано со 
скоростью частицы прямой пропорцио-
нальностью с коэффициентом, равным 

11/ Cρ , соответствующим характери-
стическому импедансу. В заданной точ-
ке r напряжение rσ  представляет со-
бой разность давления в этой точке с 
учетом геометрического расхождения и 
некоторой величины, пропорциональной 
текущему перемещению u. Для посто-
янного давления газов величина rσ  
определяется выражением:  

0
0

n

r
rp Au
r

σ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,       (2) 

а с учетом расширения полости форму-
лой 

0
n

r
rp Au
r

σ ⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,       (3) 

где p0 - начальное давление продуктов 
детонации, Па; p - давление газов с уче-
том расширении полости; A - постоян-
ный коэффициент; n - показатель, рав-
ный 2 для сосредоточенного заряда и 1 – 
для удлиненного. 

Считая газ совершенным, для гра-
ницы полости при её адиабатическом 
расширении в общем случае имеем  

0 0
0 0

( 1)
( 1)1( ) (1 )

1 /

n k
n kp t p p

u r
ε

+
− +⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟+⎝ ⎠

,  

  (4) 
где k - показатель изоэнтропы; 

0 0/u rε = ; u0 - перемещение границы 
полости. 

Учитывая, что, 1ε <<  и пренебре-
гая в разложении (4) в ряд по степеням 
ε  членами второго и более порядков 
малости, находим:  

( 1)(1 ) 1 ( 1)n k n kε ε− ++ ≈ − + .      (5) 

Тогда 

[ ]0 1 ( 1)p p n kε= − + .       (6) 

Оценим погрешность линейного 
приближения адиабатического закона 
изменения давления для случая сосредо-
точенного заряда. В разложении функ-
ции p(t) мы ограничились только линей-
ным членом. Используя остаточный 
член в форме Лагранжа, находим: 

2
2 3 2

1
1

(9 3 )(1 ) 0,003562!
0.01; 2,8

kR k k R
k

ε θε

ε

− −⎧
⎪ = + + ⇔ <⎨
⎪ = =⎩
Следовательно, линейное приближение 
достаточно точно определяет закон из-
менения давления на границе полости. 
Графическая интерпретация  
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Рис. 2 
 
данного приближения представлена на 
рис. 2, откуда видно, что точная зависи-
мость p(t) (кривая 3) при малых ε  
также близка к линейной. 

Коэффициент A находим из гранич-
ного условия, соответствующего стати-
ческому состоянию в заданной точке. В 
этом случае имеем:  

0

0 0
; ( / ) 1 0

0

(1 )
( 1) (1 )t r r
p ru u

n E n k p
ν

ν→∞ =
+

= =
+ + +

Ѕ , 

    (7) 
а также 

0u
t

∂
=

∂
,        (8) 

где E - модуль упругости среды, Па; ν  
- коэффициент Пуассона. 

Объединяя (1), (3), (6), (7) и (8), на-
ходим 

{ 0 0
0

1 0

0 0 0

0

1 1 ( 1)

(1 ) 0
( 1) (1 )

n

n

u u rp n k
t C r r

p r rA
n E n k p r

ρ

ν
ν

⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎫+ ⎪⎛ ⎞− ⋅ ⋅ =⎬⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠ ⎪⎭

 

Отсюда имеем 
ст

0(1 )r
nEA

r
σ

ν
= =

+
.       (9) 

Полученный результат показывает, 
что коэффициент A является статиче-
ским напряжением ст

rσ  (противодав-
лением), соответствующим перемеще-
нию u.  

Следовательно, уравнение (1) при-
нимает вид 

0 0
0

1 0

0

1 1 ( 1)

. (6)
(1 )

nu u rp n k
t C r r

nE u
r

ρ

ν

⎧ ⎡ ⎤∂ ⎪ ⎛ ⎞= − + −⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪⎩
⎫
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Данное дифференциальное уравнение 
имеет следующее решение: 

( )10
0( , ) 1

n
n k tru r t u e

r
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,      (7) 

где 1
1

1 0 0

1 1 2
(1 ) 1

CEk
C r r

ν
ρ ν ν

−
= ⋅ = ⋅

− −
. 

Поскольку отсчет времени t начинает-
ся с момента прихода возмущения в точку 
r, то в общем случае при учете запаздыва-
ния волны и отсчете времени от момента 
нагружения полости, представим решение 
(7) в общем виде, зависящем от безраз-
мерных координат: 

( )2

0

0 0

(1 )( , ) ( )
( 1) (1 )

1 1 (8)
n

nk

u pu r H
r n E n k p

e
r

τ

ντ τ
ν

−

+
= = ×

+ + +

⎛ ⎞× −⎜ ⎟
⎝ ⎠

где 1

0 0
1C rt

r r
τ = − + ; 

2
1 2
1

k ν
ν

−
=

−
; 

0

rr
r

= ; 
0

( , ) uu r
u

τ = ; ( )H τ  - функ-

ция Хевисайда.  
Компонентами тензора деформации, 

отличными от нуля, являются: 

,r
u u
r rϕε ε∂

= =
∂

. 

Отсюда, безразмерные радиальная и 
полярная деформации, отнесенная к от-
носительному перемещению границы 
полости, выражается соотно-шениями: 

2

0
1

0

(1 ) 1
( 1) (1 )

1 21 1
1

r n

nk

n p
n E n k p r

e rτ

νε
ν

ν
ν

+

−

+
= − ⋅ ×

+ + +
−⎡ ⎤⎛ ⎞× − − ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠⎣ ⎦

,

 (9) 

( )2
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0

1

(1 )
( 1) (1 )

1 1 nk
n

p
n E n k p

e
r

ϕ

τ

νε
ν

−
+

+
= − ×

+ + +

× −

.  (10) 

Компоненты тензора напряжений 
определяются выражениями: 

( ) 2

2
1

1 0 1

1
1 1 1

r

k
n

u uC
r r

L p r e
r

τ

νσ ρ
ν

−
+

⎛ ⎞∂
= + ⋅ =⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

⎡ ⎤− ⋅ ⋅ − −⎣ ⎦

,  (11) 
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1
1 1 1
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u uC
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L p r e
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νσ ρ
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−
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⎡ ⎤⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠⎣ ⎦

,  

(11*) 
а также для осевого напряжения в слу-
чае удлиненного заряда соотношением 

2
3 0

(1 )(1 2 )
1

1

z

k

E u u
r r

L p e
r

τ

νσ
ν ν

ν
ν

−

⎛ ⎞∂
= + =⎜ ⎟+ − ∂⎝ ⎠
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−

   

(11**) 
или безразмерном виде: 

( ) 2
1 1

0

1 1 1 kr
r nL r e

p r
τσσ −

+
⎡ ⎤= = − − −⎣ ⎦
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    (12) 
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2 1
0

1

1 1
1

n

k

L
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r e
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σ
σ
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+
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= = ×

⎡ ⎤⎛ ⎞× − + ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠⎣ ⎦

,    (12*) 

2
3

0

1
1

kz
z L e

p r
τσ νσ

ν
−= = − ⋅ ⋅ ⋅

−
, (12**) 

где 
1

0( 1) (1 )
nEL

n E n k p ν
=

+ + +
;  

2
0( 1) (1 )

EL
n E n k p ν

=
+ + +

; 

3
02 (1 )

EL
E k p ν

=
+ +

. 

3. Обсуждение особенностей на-
пряженно-деформированного состоя-
ния среды при камуфлетном взрыве 
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ВВ в сферической и цилиндрической 
полости.  

Предварительно оценим погреш-
ность акустического приближения для 

сферической полости, для которой из-
вестно точное решение Шарпа, в кото-
ром произведен учет расширения полос-
ти [6]. Сравнение этого решения 

 
Рис. 3 
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Рис. 4 

 
Рис. 5 
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Рис. 6 

 
Рис. 7 
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Рис. 8 

 
Рис. 9 
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Рис. 10 

 
Рис. 11 
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с акустическим приближением (формула 
(8)) для перемещения в случае взрыва 
заряда граммонита 79/21 ( 9

0 6,8 10p = ⋅  
Па) в граните ( 0,22ν = ) в графическом 
виде представлено на рис. 3. Непосред-
ственно из данного рисунка видно, что 
решения совпадают в начальный момент 
времени и в статическом случае.  

Аналогичные сравнения проведены 
для деформаций и напряжений (рис. 4-
9). Для точек границы полости соответ-
ствующие графики даны на рис. 4, 6, 8 и 
10, а для внутренних точек среды – на 
рис. 5, 7, 9 и 11. Все величины и зависи-
мости на графиках представлены в без-
размерных единицах.  

Пунктирные линии на указанных ри-
сунках соответствуют решению Шарпа с 
учетом расширения полости (решение 
1), сплошные – представленному здесь 
решению на основе акустического при-
ближения (решение 2). Как видно из ри-
сунка стабилизация величин перемеще-
ния, деформаций и напряжений достига-
ется при 8 10t = ÷ . При этом по мере 
удаления от границы полости величины 
перемещений достаточно резко умень-
шаются. 

Графики зависимости деформации 
( )r tε  от времени даны на рис. 4, 5. На 

границе полости ( 1r = ) и внутренних 
точках значения функции ( )r tε  в на-
чальный момент времени существенно 
различаются для решений 1 и 2. Однако 
статические значения величины ( )r tε , 
достигаемые также при 8 10t > ÷ , сов-
падают. Что касается полярных дефор-
маций, то здесь имеет место совпадение 
значений функции ( )tϕε  в решениях 

1 и 2 как в начальный момент, так и при 
8 10t > ÷ , когда реализуется статиче-

ский случай (рис. 6 и 7). Величина этих 
деформаций, как на границе полости, 
так и во внутренних точках среды поло-

жительна и по мере удаления от грани-
цы быстро убывает. 

Радиальные напряжения на границе 
полости по решению 1, как и ожидалось, 
в начальный момент равны 1rσ = − , 
далее они возрастают во времени до 
значения примерно – 0,58 и уменьшают-
ся до статического значения, равного – 
0,6545. Во внутренних точках они всюду 
отрицательны и имеют аналогичный ха-
рактер развития во времени. Это гово-
рит о сжимающем характере этих на-
пряжений (рис. 8 и 9). Согласно реше-
нию 2 радиальные напряжения со вре-
менем монотонно возрастают и дости-
гают статических значений примерно 
при 10 12t = ÷ . Абсолютные значения 
радиальных напряжений достаточно бы-
стро убывают по мере удаления рас-
сматриваемой точки от границы полос-
ти. Известно, что при переходе к стати-
ческому случаю напряжения по Шарпу 
примерно в 1,53 раза превышают на-
пряжения, полученные с учетом расши-
рения полости [2]. 

Поведение относительного полярно-
го напряжения по решениям 1 и 2 анало-
гично изменению радиального напряже-
ния (рис. 12 и 13). Статические значения 
этих напряжений положительны, т.е. в 
статике имеют место растягивающие 
полярные напря-жения. Особенностью 
изменения этих напряжений во времени 
является то, что в начальные моменты 
времени они носят сжимающий харак-
тер и только по прошествии некоторого 
времени становятся растягивающими. 
Это выполняется для границы полости и 
всех внутренних точек среды как по ре-
шению 1, так и решению 2. 

Следовательно, в начале возмущения в 
любой точке среды имеет место всесто-
роннее сжатие, при котором горные поро-
ды не разрушаются. Процесс разрушения 
начинается, когда полярные напряжения в 
заданной точке станут растягивающими и 



 24 

достигнут предела прочности на растяже-
ние. Это говорит о запаздывании разру-
шения.  

Поскольку при разрушении горных 
пород равновесные параметры зон раз-
рушения определяются напряжениями, 
формируемыми вблизи состояния ста-
билизации, то сравнение решений 1 и 2 
показывает их полную идентичность. 
Расхождение между ними не превышает 
25 % и имеет место в начале деформи-
рования среды. Следовательно, приве-
денное акустическое приближение с 
достаточной точностью отражает разви-
тие перемещений, деформаций и напря-
жений в среде во времени и может быть 
использовано для определения напряжен-
но-деформированного состояния среды 
при взрыве удлиненного заряда. 

Приведенные выше формулы при 
1n =  определяют характеристики напря-

женного состояния среды при взрыве уд-

линенного заряда (цилиндрической по-
лости, нагруженной по границе перемен-
ным давлением) с учетом расширения по-
лости. Графики перемещений, деформа-
ций и напряжений на границе полости и 
внутренних точках среды, полученные 
расчетом по вышеприведенным формулам 
для взрыва удлиненного заряда (тип ВВ - 
граммонит 79/21) приведены на рисунках 
10÷15. 
Осевые напряжения zσ  в любой точке 
среды в статическом состоянии равны ну-
лю (рис. 17). В момент прихода возмуще-
ния в заданную точку, осевые напряжения 
являются сжимающими (их величины от-
рицательны), далее они возрастают и в 
пределе стремятся к нулю. Начальное 
значение напряжений zσ  увеличивает-
ся по мере удаления точки от границы 
полости.  

 
Рис. 12 
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Рис. 13 

 
Рис. 14 
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Рис. 15  

 
Рис. 16 
 
 

0 2 4 6 8 10 12

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

1

2

3
4

( )tϕσ

t

1 - 1r = ; 
2 - 2r = ; 
3 - 3r = ; 
4 - 4r = ; 
5 - 5r = ; 
6 - 6r =  

0 2 4 6 8 10 12

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

1

2

3
4

( )r tσ

t

1 - 1r = ; 
2 - 2r = ; 
3 - 3r = ; 
4 - 4r = ; 
5 - 5r = ; 
6 - 6r =  



 27 

 
Рис. 17 

 
Рис. 18 
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Таким образом, напряжения в породе 
в начальный момент прихода возмуще-
ния в заданную точку напря-женное со-
стояние в ней близко к все-сторонему 
сжатию. При дальнейшем развитии по-
лярные напряжения приобретают харак-
тер растяжения и по достижении преде-
ла прочности породы на разрыв обу-
словливают образование радиальных 
трещин и зоны регулируемого дробле-
ния. Граница этой зоны определяется 
пределом прочности на разрыв и соот-
ветственно растягивающими полярными 
напряжениями. Удвоенный радиус зоны 
регулируемого дробления можно интер-
претировать как расстояние между сква-
жинами при массовом взрыве на карье-
рах [10]. 

При взрыве скважинного заряда важ-
ное значение имеет время достижения 
статического состояния в массиве (уп-
ругой среде), когда перемещения, де-
формации и напряжения не изменяются 
во времени. Формально эти изменения 
существуют при сколь угодно большом 
времени, однако значения их колебаний 
настолько малы при 8 10t > ÷ , что не 
оказывают заметного влияния на процесс 
разрушения породы. В связи с этим целе-
сообразно рассмотреть изменения вели-
чин разности соответствующих парамет-
ров при фиксированном времени для точ-
ного и приближенного решений в случае 
сферического заряда, отнесенных к значе-
ниям этих параметров в тот же момент 
времени. Для перемещения и радиального 
напряжения соответствующие формулы 
имеют вид: 

( ) ( ) *( ) ( ) ( ) *( ),
( ) ( ) ( ) ( )
u t u t u t t t t

u t u t t t
σ σ σ
σ σ

Δ − Δ −
= =

Здесь звездочкой отмечены параметры 
для приближенного решения. Графики 
изменения данных величин во времени в 
процентах представлены на рис. 18 
(сплошная линия – перемещение, пунк-
тирная – радиальное напряжение). Приве-
денные графики показывают, что обе за-
висимости при 8 10t > ÷  практически 
совпадают и стремятся к нулю, отклоне-
ния их друг от друга не превышают долей 
процента. Если быть точными, то относи-
тельное отклонение для перемещения при 

10t =  составляет согласно расчетам 
0,0033 %, а для радиального напряжения 
при том же времени – 0, 0024 %.  

Следовательно, при 10t =  изменения 
параметров напряженного состояния 
практически равны нулю. В размерных 
единицах ( 1 94,64t t= ⇔ =  мкс) зна-
чение времени 10t =  соответственно 
равно 946,4 мкс. За это время возмуще-
ние от границы полости распространя-
ется ( 1 5283C =  м/с) на расстояние 
примерно 5 м, т.е. здесь влиянием исте-
чения газов через устье скважины на 
снижение давления в ней можно пре-
небречь и считать взрыв камуфлетным. 
В то же время полученное расстояние 
примерно равно радиусу зоны регули-
руемого дробления, поэтому для опре-
деления этого радиуса вполне приемле-
мо статическое решение, в которое пе-
реходят приведенные формулы при 

10t ≥ .
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