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С.А. Юфин, Е.В. Ламонина 
АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО  
СОСТОЯНИЯ ТРЕЩИНОВАТЫХ СКАЛЬНЫХ  
ПОРОД С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЧИСЛЕННЫХ  
МЕТОДОВ 

Рассмотрен новый подход к численному моделированию массивов, рассеченных 
заполненными трещинами с некоторой шириной раскрытия. 

Семинар № 4 
 

 
кальные породы являются 
очень сложным и противоречи-

вым объектом исследований. Они фор-
мируются в различных геологических и 
климатических условиях под воздейст-
вием самых разнообразных факторов, и 
представляют собой дискретные много-
компонентные композитные тела при-
родного образования. Они характеризу-
ются неоднородностью и часто анизо-
тропией, что вызвано слоистостью и 
наличием трещин практически в каж-
дой скальной породе, которые напря-
мую влияют на прочность и деформи-
руемость массивов. 

Современные численные технологии 
позволяют создавать модели реальных 
массивов и, избежав влияния масштаб-
ного эффекта, оценивать параметры 
массива, нарушенного системами тре-
щин. Однако в существующих рекомен-
дациях в основном рассматриваются 
предельные виды нарушений сплошно-
сти, такие как разрывы или крупные 
трещины с одной стороны и сети тонких 
незаполненных трещин с другой. В свя-
зи с этим, представляется важным со-
вершенствование методов моделирова-
ния скальных массивов, рассеченных 
трещинами с некоторой шириной рас-

крытия, имеющими в полости заполни-
тель. 

1. Сравнение различных подходов к 
моделированию трещиноватых пород. 

Рассмотрим образец трещиноватой 
породы, характеристики которого при-
ведены в табл. 1. 

Все исследования, выполненные в 
данной работе, проведены с исполь-
зованием метода конечных элементов на 
базе программного комплекса для реше-
ния геомеханических задач 
Z_SOIL.PC®[11]. 

В численном моделировании су-
щеествует три основных способа 
представления трещиноватых массивов: 

1) Трещины моделируются в виде 
контактов с помощью контактного эле-
мента [7]. 

2) Трещиноватый массив заменя-
ется сплошной эквивалентной средой и 
моделируется многослойной моделью [6, 
10]. 

3) Отдельные трещины представ-
ляются слоем обычных 4-х узловых 
конечных элементов (при двумерном 
моделировании) или 8-ми узловых (при 
трехмерном). 

При использовании последнего спо-
соба моделирования трещиноватых об-
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разцов предполагается, что слой, содер-
жащий трещину, включает в себя также 
и ослабленную зону оперения данной 
трещины, то есть параметры слоя эле-
ментов должны учитывать как свойства 
непосредственно заполнителя трещины, 
так и свойства блоков ненарушенной 
породы. Учесть и те, и другие парамет-
ры можно путем усреднения характери-
стик в пределах слоя элементов. Ис-
пользуем для этого метод асимптотиче-
ского усреднения, предложенный в ра-
боте [1]. 

Определим неизвестный модуль де-
формации трещины Еj, учитывая отно-
сительную площадь скальных контактов 

[3]: 
Еj = ξЕi = 4⋅10-5ּ25000 МПа = 1 МПа  

  (1) 
Примем относительную ширину слоя 

элементов, моделирующего трещину с 
учетом ослабленной зоны, равную l = 10 
см (рис. 1). 

Определим модуль деформации слоя, 
включающего трещину, по зависимости, 
предложенной в [1]: 

j i
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⋅
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+ α

=962 МПа. 

      (2) 
Для проведения серии численного 

эксперимента, где трещина 
моделируется контактным 
элементом, необходимо оп-
ределить касательную и 
нормальную жесткости тре-
щин. 

Из зависимости  
Еj = Δlkn ,  

Таблица 1 

Наименование Значение 

Параметры ненарушенной скальной породы 
Модуль упругости Ei, ГПа 25 
Коэффициент Пуассона νi 0.2 
Предел прочности на одноосное сжатие σсi, МПа 100 
Предел прочности на одноосное растяжение σti, MПa 10 
Удельное сцепление ci, МПа 25 
Угол внутреннего трения φi, ° 41 
Размер блока ненарушенной скальной породы а, м 1 

Параметры трещин 
ширина раскрытия трещины Δa, м  0.001 
относительная ширина раскрытия трещины α 0.001 
относительная площадь скальных контактов ξ 4ּ10-5 
Удельное сцепление cj, кПа 50 
Угол внутреннего трения φj, ° 35 
 

 

l

Δ  
Рис. 1. Определение ширины 
слоя, моделирующего трещину 
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      (3) 
где Δl = l/a - относительная ширина 
слоя, моделирующего трещину, можно 
определить нормальную жесткость 
трещины: 
kn = Еj /Δl = 962 МПа/0.1 = 9620 МПа 
   (4) 

Тогда сдвиговая жесткость трещины 
[4]: 
kS = 0.4kn = 0.4 ּ9620 МПа =  
=3848 МПа                    (5) 

Чаще всего, при моделировании 
трещин слоем элементов, для по-
следнего применяется модель упруго-
пластической среды с разрушением по 
критерию Кулона-Мора (6). Для блоков 
ненарушенной скальной породы – 
критерий разрушения Хука-Брауна (7). 

ntg cτ = σ ϕ + [2],       (6) 
где τ - предельное касательное на-
пряжение, σn – нормальное напряжение, 
с – сцепление, φ – угол внутреннего 
трения. 

3m s1 3 ci i
ci

σ
σ = σ + σ +

σ
[8],      (7) 

где σ1, σ2, σ3 – главные напряжения, σci – 
предел прочности на одноосное сжатие 
образца, mi, s – параметры,  
 

определяемые для каждой 
отдельной породы. 

С целью расширения воз-
можностей использования 
многослойной мо-дели и ис-
следования способов пред-
ставления в численном виде 
трещиноватого массива по-
род, в рамках третьего спо-
соба моделирования предла-
гается использовать много-
слойную модель материала 

для слоя, заменяющего трещину. Таким 
образом, в численном эксперименте бу-
дем проводить четыре серии исследова-
ния образцов. Для получения более пол-
ной картины рассмотрим в каждой серии 
образцы с различными углами падения 
трещин. 

Учет представительности выполнен 
путем определения минимально необ-
ходимого количества блоков в образце, 
которое удовлетворяет критерию 
квазисплошности и квазиоднородности 
[5]: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

T

a T
k

a T

100 k A 1 M B
2

100 M A 2M B
n

k A 1 M A 2M B

⎡ ⎤+ + −
⎢ ⎥
− +⎢ ⎥⎣ ⎦=

+ +
,   (8) 

где k = 5 % – принятая точность, а = =1 
м – расстояние между трещинами,   l = 
0.1 м – величина слоя, моделирующего 
трещину, Еа, μа, Ет, μт – модули 
деформации и коэффициенты 
поперечной деформации материала 
блоков и трещин, ЕL – средний модуль 
деформации, А = а/l = 1/0.1 = 10,  
В = Еа/ЕТ = 25.9, Mа = 1-2μа = 0.6,  
MТ = 1-2μТ = 1. 

Количество блоков составило по 5 в 
каждом направлении. Схема рас-
сматриваемого образца приведена на 

Система 
трещин №1

Система 
трещин №2

β

90°

 

Рис. 2. Схема трещиноватого 
образца скальной породы 
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рис. 2. Угол β – угол поворота системы 
трещин №2 от горизонтали – принят 
равным: β = 0° (0°; 90°), β = 5° (5°; 85°), 
β = 20° (20°; 70°), β = 40° (40°; 50°). При 
этом угол между системами трещин ос-
тается постоянным и равен 90°. 

Были выполнены следующие серии 
численного моделирования трещино-
ватых образцов в условиях одноосного 
сжатия: 

Серия I – блоки ненарушенной 
породы моделировались с помощью 
критерия Хука-Брауна, трещины 
представлены контактными элементами 
с нормальной и касательной жестко-
стями.  

Серия II – трещины, рассекающие 
образец, не моделировались специально, 
поведение образца рассматривалось на 
регулярной ортогональной сетке и опи-
сывалось многослойной моделью. На-
пластования располагаются под углом, 
равным углу наклона трещин β.  

Серия III – трещины представлены в 
виде слоя конечных элементов с шири-
ной, соответствующей ширине раскры-
тия трещины Δа с учетом ослабленной 
зоны. Разрушение материала ненару-
шенных блоков скальной породы про-
исходит по критерию Хука-Брауна, 
трещин – по критерию Кулона-Мора. 

Серия IV – трещины представлены в 
виде слоя конечных элементов как и в 
Серии III. Ненарушенные блоки 
моделировались критерием Хука-
Брауна, а материал трещин – много-
слойной моделью, Угол наклона ослаб-
ленных слоев задавался равным углу 
наклона трещин систем №1 и № 2. 

По результатам расчета был построен 
график изменения предела прочности 
трещиноватых образцов для каждой серии 
эксперимента (рис. 3). Значительное от-
личие кривой Серии II от остальных го-
ворит о нерациональности применения 
такой модели для описания материала, 

 
 

Рис. 3. Графики предела прочности трещиноватого образца для каждой серии расчета в 
зависимости от угла наклона β 
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обладающего предложенными геомет-
рическими характеристиками (в частно-
сти, при размере блоков ненарушенной 
породы, заметно превышающих ширину 
раскрытия трещин). Также видно, что 
применимость той или иной модели за-
висит от угла наклона трещин. Предло-
женная комбинированная модель мате-
риалов, состоящая из многослойной мо-
дели для трещин и критерия Хука-
Брауна для ненарушенной породы, реа-
лизованная в Серии IV численного экс-
перимента, позволяет получить резуль-
таты, по характеру схожие с другими 
методами моделирования трещиновато-
го образца. 

Проведем сравнение значений мо-
дуля деформации трещиноватого об-
разца, рассеченного ортогональными 
системами трещин с углом наклона β 
= 0° со значениями модуля деформации, 
полученными аналитическим путем. 
При этом не рассматривался образец, 
представленный многослойной моделью 
в чистом виде в связи со значительным 
расхождением результатов этой серии 
эксперимента с остальными сериями. 
Величины модуля деформации 
трещиноватого образца для различных 
серий составили: Серия I – Ē = 5768.6 
МПа, Серия III – Ē = 5330.0 МПа, 
Серия IV – Ē = =5733.3 МПа. 

Определение эффективного модуля 
деформации производилось по зависи-
мости [1]: 

j i

j i

E E
E 6946.8МПа

E E⊥ = =
+ α

      (9) 

Сравнение показало, что наименьшее 
расхождение аналитических и числен-
ных данных наблюдается в результатах 
серии I (моделирование трещин кон-
тактным элементом) и серии IV (моде-
лирование трещин слоем, представлен-
ным многослойной моделью) – 20.4 % и 
21.2 % соответственно. Модуль дефор-

мации, полученный в серии III при ис-
пользовании критерия разрушения Ку-
лона-Мора в слое, моделирующем тре-
щину, намного отличается от остальных. 
Расхождение составило 30.3 %. По ре-
зультатам сравнения можно сделать вы-
вод, что для моделирования трещин в 
образце скальной породы наряду с кон-
тактным элементом можно использовать 
многослойную модель материала. В 
случае, если ненарушенные блоки поро-
ды моделируются критерием Хука-
Брауна, точность результатов численно-
го моделирования сопоставима с анали-
тическим методом. 

2. Численный анализ влияния пе-
ревязки блоков составного образца на 
его прочностные параметры 

Проверка работоспособности пред-
ложенной выше модели трещиноватого 
массива, основанной на комбинации 
существующих моделей сплошной 
среды: упруго-пластической модели с 
разрушением по критерию Хука-Брауна 
для ненарушенных блоков скальной 
породы и многослойной модели для 
слоя, заменяющего трещину с 
ослабленной зоной оперения, проведена 
путем сравнения результатов численных 
и лабораторных экспериментов. 
Исследовалось влияние перевязки 
блоков составного образца на его 
эффективные прочностные свойства. 
Параметры ненарушенных блоков и 
материала трещин приведены в табл. 2. 

Численный анализ проведен в трех-
мерной постановке. Образец нарушен 
тремя системами трещин, расположен-
ными ортогонально друг к другу под уг-
лами 0° и 90°. Величина перевязки бло-
ков составляла: s=0, 1/8, 2/8, 3/8, 4/8. В 
связи с симметрией, дальнейшее увели-
чение перевязки приведет к получению 
аналогичных результатов. 

Нагрузка на образцы передавалась 
через перемещения верхней грани, уве-
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личение которых шло по линейному за-
кону. Образцы считались разрушенны-
ми, когда максимальное значение верти-
кальных напряжений в каком либо из 
элементов достигало величины предела 
прочности ненарушенной породы на од-
ноосное сжатие σci =17.13МПа. В этот 
момент расчета определялись значения 
эффективных напряжений в образце. 

В результате численного экспери-
мента были получены предельные зна-
чения сжимающих напряжений для 
блочных образцов. Для удобства срав-
нения результатов численного экспери-
мента с лабораторными данными [9] оп-
ределен предел прочности образцов в 
процентах от предела прочности мате-
риала ненарушенных блоков 
σcr=σсj/σci·100 %. Графические данные 
представлены на рис. 4. Предел прочно-
сти трещиноватых образцов в среднем 
составляет 65 % от предела прочности 
ненарушенной породы. Для кривой, от-
ражающей результаты численного мо-
делирования, в зависимости от величи-
ны перевязки блоков наблюдается неко-
торое изменение прочности от 10.18 
МПа (59.43 %) для перевязки 's'=1/8 до 
13.29 МПа (77.58 %) для перевязки 's'=0. 

Максимальной прочностью трещинова-
тый образец обладает при отсутствии 
смещения по трещине – 13.29 МПа. При 
увеличении перевязки прочность снижа-
ется до значения 10.18 МПа ('s'=1/8), а 
затем повышается до 11.47 МПа 
('s'=4/8). 

Характер кривой, полученной в 
результате лабораторных экспери-
ментов, также отражает некоторое 
уменьшение прочности при росте пе-
ревязки от 68% (для 's'=0) до 56% (для 
's'=1/8) с последующим ее увеличением 
до 68% (для 's'=4/8). Расхождение между 
кривыми лабораторного и численного 
экспериментов составило от 0.86% 
('s'=3/8) до 9.58% ('s'=0). 

Хорошее соответствие данных, полу-
ченных в результате численного моде-
лирования и лабораторных исследова-
ний, позволяет сделать вывод о возмож-
ности применения предложенной моде-
ли трещины с использованием много-
слойной модели материала для опреде-
ления напряженно-деформированного 
состояния трещиноватого образца. Ре-
зультаты такого моделирования также 
могут быть перенесены на целый массив 

Таблица 2 

Наименование Значение 

Параметры ненарушенной скальной породы 
Модуль упругости Ei, ГПа 5.34 
Коэффициент Пуассона νi 0.19 
Предел прочности на одноосное сжатие σсi, МПа 17.13 
Предел прочности на одноосное растяжение σti, MПa 2.49 
Удельное сцепление ci, МПа 4.67 
Угол внутреннего трения φi, ° 33 

Параметры трещин 
Модуль упругости Ej, ГПа 25.4 
Коэффициент Пуассона νi 0 
Относительная ширина слоя, моделирующего трещину Δl 0.1 
Удельное сцепление cj, кПа 0 
Угол внутреннего трения φj, ° 37 
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трещиноватых скальных пород при вы-
полнении условия представительности. 

3. Практическое применение 
предложенной модели для анализа 
напряженно-деформированного со-
стояния окрестности карьерной вы-
емки 

Рассматриваемая комбинированная 
модель трещиноватых скальных 
массивов была использована при чис-
ленном моделировании напряженного 
состояния массива пород в окрестности 
карьера «Железный» ОАО «Ковдорский 
ГОК», расположенного на Кольском 
полуострове. 

Основными факторами, влияющими 
на распределение напряжений в массиве 
вокруг карьера, являются форма 
карьерной выемки, исходное 
напряженное состояние массива по-
род, а также крупные структурные 
нарушения, залегающие в пределах 
расчетной области. На примере 
карьера по добыче апатито-нефе-
линовых руд, разрабатываемого на 
пересечении нескольких крупных 
разломов, показано определение 
напряженно-деформированного со-
стояния массива в объемной постановке. 
Расчет проведен для состояния   
карьера на 2004 г., угол наклона бортов 
составил 45°, а глубина карьера – 450 м.  

Карьерная выемка пред-
ставляет собой в плане овал 
правильной формы вытяну-
тый по направлению «се-
вер-юг». Размеры в плане на 
поверхности: «север-юг» – 

2.5 км; «запад- 
восток» – 1.5 км. Размеры области 
массива, вмещающего карьерную вы-
емку, приняты 18×18 км.  

Структурные нарушения первого 
ранга представляют собой крупные 
разломы шириной 0.1 км. В 
вертикальной плоскости границы 
структурных нарушений приняты вер-
тикальными. В горизонтальной плос-
кости структурные нарушения про-
слеживаются за пределами карьерного 
поля до границ расчётной области. Зона 
карьерной выемки разделена на 20 
инженерно-геологических блоков (ИГБ), 
в которых наблюдаются нарушения 
сплошности второго ранга. В каждом из 
ИГБ присутствует от 2 до 4 сетей 
трещин, различающихся азимутом 
линии простирания и углом падения.  

Механические параметры вме-
щающего массива пород и структурных 
нарушений приведены в табл. 3, а 
геометрические и прочностные ха-
рактеристики структурных неодно-
родностей I и II рангов – в табл. 4. 

Расчет проведен для гравитационно-
го типа напряжённого состояния (собст-
венный вес горных пород с учётом бо-
кового отпора). Разломы I ранга пред-
ставлены в конечно-элемент-ной модели 
слоем элементов с использованием мно-
гослойной модели среды. Вследствие 

 
 

Рис. 4. Предел прочности 
трещиноватых образцов в 
процентах от предела проч-
ности ненарушенной породы. 
Сравнение данных ла-
бораторного и численного 
экспериментов 
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наличия трещин II ранга, для остального 
массива также использовалась много-
слойная модель, которая позволяет 
учитывать от 1-го до 3-х направлений 

ослабленных слоев. 
После обработки данных были полу-

чены результаты, отражающие реаль-
ное напряженно-де-формированное 

состояние в прикарьерной 
области массива пород. На 
рис. 5 показано распреде-
ление абсолютных переме-
щений и максимальных 
главных напряжений в ок-
рестности карьера. Макси-
мальные значения абсо-
лютных перемещений соста-
вили 11.4 см. 

Для оценки устойчивости 
был выполнен расчет коэф-
фициента запаса. Анализ по-
казал, что коэффициент за-
паса k = 2.1. 

 
 
Картины распределения 

перемещений по вертикаль-
ным сечениям «север-юг» и 
«запад-восток» в момент, 
предшествующий разруше-
нию, приведены на рис. 6. 

 
   
 
 

 
 

Таблица 3 
Параметры Вмещающий массив Структурные нарушения 

Модуль Юнга Е, МПа 105 104 

Коэфф. Пуассона ν 0.2 0.4 
Удельный вес γ, т/м3 3 3 
 
Таблица 4 

Прочностные характеристики по 
поверхности структурной неод-

нородности Ранг Мощ-
ность, м 

Расстояние 
между струк-
турами, м Сцепление, 

МПа 
Угол внутреннего 

трения, град 

Примечания 

I 100 - 0 24 Крупные единичные 
структуры 

II 0.1 100 0.15 30  
 

 
Рис. 5. Распределение абсо-
лютных перемещений и 
максимальных главных на-
пряжений 
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Для возможности сравнения предло-
женного метода моделирования трещи-
новатых массивов, примененного в дан-
ной задаче, выполнен численный анализ 
напряженно-дефор-мированного со-
стояния окрестности рассматриваемого 
карьера в упругой постановке. Приме-
нение упругой модели материала не 
предполагает учет влияния нарушений 
сплошности II ранга. 

Сравнение полученных результатов 
показало, что зона влияния карьерной 
выемки при решении задачи в упругой 
постановке выше, чем при использова-
нии упруго-пластической модели. Мак-
симальное значение абсолютных пере-
мещений составило 19.2 см. Таким об-
разом, можно сделать вывод о неприме-
нимости упругой модели даже к масси-

вам крепких кристалличе-
ских скальных пород при 
наличии в них структурных 
нарушений и необходимо-
сти использования для та-
ких случаев сложных упру-
го-пластических моделей 
среды. 

Заключение 
Сложность напряженно-

деформированного состоя-
ния трещиноватых скальных 
пород требует особого под-
хода к исследованию пове-

дения массива в каждом отдельном слу-
чае. В статье рассматривается новый 
подход к численному моделированию 
массивов, рассеченных заполненными 
трещинами с некоторой шириной рас-
крытия. Представление трещины и ос-
лабленной зоны оперения в виде слоя 
конечных элементов, с использовани-
ем многослойной модели среды пока-
зало хорошее совпадение результатов 
с данными независимых лабораторных 
исследований. Это подтверждает рабо-
тоспособность предложенной модели 
трещиноватого массива. Практическое 
применение нового подхода выполне-
но на примере анализа НДС окрестно-
сти карьерной выемки, расположенной в 
зоне пересечения крупных разломов.
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