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Ñåìèíàð № 22 
 

 
ðàêòè÷åñêèé îïûò èñïîëüçî-
âàíèÿ ïðîöåññîâ âèáðàöè-

îííîé ñåïàðàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ 
îáåñïå÷åíèÿ âûñîêèõ òåõíîëîãè÷å-
ñêèõ ïîêàçàòåëåé ðàáîòû âèáðàöèîí-
íûõ ñåïàðàòîðîâ íåîáõîäèìî â êàæ-
äîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ðåøàòü çàäà÷è 
ïî îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà 
îáîãàùåíèÿ ìèíåðàëüíîãî ñûðüÿ è 
âûÿâëåíèþ ðàöèîíàëüíûõ ðåæèìîâ 
ðàáîòû è ïàðàìåòðîâ âèáðàöèîííîãî 
îáîðóäîâàíèÿ èñõîäÿ èç ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ èñõîäíûõ ìà-
òåðèàëîâ [1-3].  

Ïðè àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè 
ïðîöåññîâ âèáðàöèîííîé ñåïàðàöèè 
äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà èñõîäíîãî 
ìèíåðàëüíîãî ñûðüÿ, ïîäëåæàùåãî 
âûäåëåíèþ â ïðîöåññå ñåïàðàöèè, 
ðàçðàáàòûâàåòñÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ 
ìîäåëü. Ïðè ýòîì äëÿ îñóùåñòâëå-
íèÿ ïðîöåññà ñåïàðàöèè ñûïó÷èé 
ìàòåðèàë äîëæåí ïåðåìåùàòüñÿ ïî 
âèáðîîðãàíó ìîíîñëîåì. Îïèñûâàÿ 
ìàòåìàòè÷åñêè äèíàìèêó âçàèìîäåé-
ñòâèÿ âèáðîîðãàíà ñ ÷àñòèöàìè, ÿâ-
ëÿþùèìèñÿ ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêèìè 
ïðåäñòàâèòåëÿìè êàæäîãî êîìïîíåíòà 
(êëàññà, ôðàêöèè) èñõîäíîãî ñûðüÿ, 
ïî ðàñõîæäåíèþ òðàåêòîðèé äâèæå-
íèÿ ÷àñòèö, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå 

ðàñ÷åòîâ, îöåíèâàþò ýôôåêòèâíîñòü 
ðàçäåëåíèÿ èñõîäíîãî ñûðüÿ è ïðè 
íåîáõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿþò îïòè-
ìèçàöèþ îáîðóäîâàíèÿ ïî ïàðàìåò-
ðàì è ðåæèìàì ðàáîòû [2, 3].  

Êàê ïîêàçàë îáçîð è àíàëèç ñóùåñò-
âóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ è èñ-
ñëåäîâàòåëüñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ 
âèáðàöèîííîé ñåïàðàöèè, íàèáîëåå 
ñîâåðøåííûìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè ìå-
õàíîðåîëîãè÷åñêîãî òèïà, ñîñòîÿùèå 
èç òåë âèáðàöèîííîé ðåîëîãèè - óïðó-
ãî-èíåðöèîííûõ, âÿçêî-èíåðöèîííûõ, 
ïëàñòè÷íî-èíåðöèîííûõ [3,4]. Îñíîâ-
íûìè ýëåìåíòàìè ìåõàíîðåîëîãè÷åñêèõ 
ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ óïðóãèå, âÿçêèå ýëå-
ìåíòû è ýëåìåíòû ñäâèãà, ìîäåëèðóþ-
ùèå ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. ×èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ 
ìîäåëåé íåðàçðûâíî ñâÿçàíû ñ õàðàê-
òåðèñòèêàìè èñõîäíîãî ìèíåðàëüíîãî 
ñûðüÿ è ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè âèáðî-
îðãàíà ñåïàðàòîðà.  

Íàèáîëåå ïðîñòûìè è øèðîêî ðàñ-
ïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ óïðóãî-
âÿçêèå ìåõàíîðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè. 
Îíè ó÷èòûâàþò óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòå-
ðèàëà è ïîòåðè ýíåðãèè, êîòîðûå âîç-
íèêàþò âñëåäñòâèå óäàðíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÷àñòèö ìèíåðàëüíîãî ñûðüÿ 
ïðè äâèæåíèè ïî âèáðîîðãàíó ñåïàðà-
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òîðà. Äàííûå ôàêòîðû ìîãóò îêàçûâàòü 
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðîöåññ ðàç-
äåëåíèÿ ÷àñòèö ìèíåðàëüíîãî ñûðüÿ ïî 
èõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì. 

 
Îäíàêî íåäîñòàòêîì óïðóãî-âÿç-

êèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè íå 
îïèñûâàþò â ÿâíîì âèäå íåîáðàòèìûå 
ïðîöåññû, êîòîðûå ìîãóò ïðîòåêàòü â 
õîäå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
÷àñòèö ìàòåðèàëà ñ ðàáî÷åé ïîâåðõ-
íîñòüþ ñåïàðàòîðà. Ê íèì ìîæíî îò-
íåñòè ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè ìà-
òåðèàëà, ñìÿòèå è ðàçðóøåíèå ìèêðî-
íåðîâíîñòåé íà ïëîùàäêå êîíòàêòà. 
Äàííûå ïðîöåññû òàêæå ìîãóò îêàçû-
âàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíà-
ìèêó äâèæåíèÿ ÷àñòèö è ïðîöåññ âèá-
ðîñåïàðàöèè â öåëîì. 

Ïîýòîìó, ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ äîñ-
òîâåðíîñòè ìîäåëåé è ðàñøèðåíèÿ èõ 
âîçìîæíîñòåé áûëà ðàçðàáîòàíà áî-
ëåå îáùàÿ óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷íàÿ 
ìîäåëü ïðîöåññà âèáðàöèîííîãî äâè-
æåíèÿ ÷àñòèö, èìåþùàÿ â ñâîåì ñî-
ñòàâå äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò ñäâè-
ãà, ïîçâîëÿþùèé îòäåëüíî ó÷èòûâàòü 
ïîòåðè ýíåðãèè ïðè óäàðíîì âçàèìî-
äåéñòâèè, ñâÿçàííûå ñ íåîáðàòèìûìè 
ïðîöåññàìè. Ïîñòðîåíèå äàííîé ìî-
äåëè âûïîëíåíî íà îñíîâå óïðóãî-
âÿçêî-ïëàñòè÷íîé ìîäåëè, ðàçðàáî-
òàííîé äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäî-
âàíèÿ óäàðíûõ ïðîöåññîâ [5].  

Ïðîöåññ âèáðàöèîííîãî äâèæåíèÿ 
÷àñòèö ìàòåðèàëà âêëþ÷àåò íåñêîëüêî 
ýòàïîâ. Íà ýòàïå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â 
êîíòàêòå ñ âèáðîîðãàíîì ÷àñòèöà 
ïðèîáðåòàåò îïðåäåëåííóþ ñêîðîñòü 
äâèæåíèÿ. Â ìîìåíò, êîãäà ñèëà íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè ÷àñòèöû íà ðàáî÷óþ 
ïîâåðõíîñòü ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ, 
ïðîèñõîäèò îòðûâ ÷àñòèöû îò âèáðî-

îðãàíà. Íà ýòàïå ïîëåòà ÷àñòèöà ïå-
ðåìåùàåòñÿ íàä âèáðîîðãàíîì. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîöåññ óäàðíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÷àñòèöû ìàòåðèàëà ñ ðàáî-
÷åé ïîâåðõíîñòüþ âèáðîîðãàíà â 
íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè. 

Óïðîùåíî äàííûé ïðîöåññ ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â 
íà÷àëüíûé ìîìåíò êîíòàêòà ñèñòåìà 
÷àñòèöû-ðàáî÷àÿ ïîâåðõíîñòü âèáðî-
îðãàíà èñïûòûâàåò óïðóãóþ äåôîð-
ìàöèþ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, 
êîãäà êîíòàêòíîå óñèëèå äîñòèãàåò 
ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíî 
ìîãóò ðàçâèâàòüñÿ íåîáðàòèìûå ïðî-
öåññû, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå. 
Ïðè ðàçãðóçêå ñèñòåìû, êîãäà êîíòàêò-
íîå óñèëèå óìåíüøàåòñÿ îò ñâîåãî ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äî íóëÿ, èñ÷åçàþò 
òîëüêî óïðóãèå äåôîðìàöèè. Ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé äåôîðìàöèè 
ïåðåõîäèò â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ 
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íà ýòàïå ïîëåòà. 

Ñõåìà óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷íîé 
ìåõàíîðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ïðèâî-
äèòñÿ íà ðèñóíêå. Ìîäåëü îïèñûâàåò 
äâèæåíèå öåíòðà òÿæåñòè ÷àñòèöû 

 
 

Óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷íàÿ ìåõàíîðåîëî-
ãè÷åñêàÿ ìîäåëü 
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( 1m ) è âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ áëîêà: óïðóãî-âÿçêèé áëîê 

YY CK −1  è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé áëîê 

YY PK −2 . Áëîê YY CK −1  îïèñûâàåò 
óïðóãèå äåôîðìàöèè ñèñòåìû è ó÷è-
òûâàåò âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ïîòåðè 
ýíåðãèè ñ ïîìîùüþ äåìïôåðà YС . 
Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ óïðóãî-âÿçêîé 
äåôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ: 

11 УПРДИС FFN += ;  

)( 21

••

−= yyСF YДИС ; 

)( 2111 yyКF YУПР −= , 

ãäå 2121 ,,,
••

yyyy  - ïåðåìåùåíèå è 

ñêîðîñòü ìàññû 1m  è 2m ; 1YK  – 
êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè óïðóãîãî 
ýëåìåíòà óïðóãî-âÿçêîãî áëîêà ìîäå-
ëè; YC  – êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè âÿç-
êîãî ýëåìåíòà óïðóãî-âÿçêîãî áëîêà 
ìîäåëè. 

Áëîê YY PK −2  îïèñûâàåò ïëàñòè-
÷åñêèå äåôîðìàöèè è ó÷èòûâàåò âîç-
íèêàþùèå ïðè ýòîì ïîòåðè ýíåðãèè. 
Óñòàíîâêà ýëåìåíòà ñäâèãà YP  ïà-

ðàëëåëüíî ñ óïðóãèì ýëåìåíòîì 2YK  
îáåñïå÷èâàåò áîëåå ïîëíîå è ýôôåê-
òèâíîå ìîäåëèðîâàíèå òàêîãî ÿâëå-
íèÿ, êàê óïðî÷íåíèå  ìàòåðèàëà, êî-
òîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðîñòîì óñèëèÿ 
ñ óâåëè÷åíèåì ïëàñòè÷åñêîé äåôîð-
ìàöèè. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ: 

22 УПРПЛ FFN += ;  

222 yКF YУПР = ; STYПЛ FyPF += 2 , 

ãäå FST – óñèëèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà-
÷àëó ïðîÿâëåíèÿ íåîáðàòèìûõ ïðî-
öåññîâ; 2YK  – êîýôôèöèåíò æåñòêî-

ñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà óïðóãî-ïëàñ-
òè÷åñêîãî áëîêà ìîäåëè; YP  - êîýô-
ôèöèåíò ñäâèãà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî 
áëîêà ìîäåëè èëè êîýôôèöèåíò ïî-
äàòëèâîñòè ìàòåðèàëà. 

Âñÿ ìàññà ÷àñòèöû ìîäåëèðóåòñÿ ñ 
ïîìîùüþ èíåðöèîííîãî ýëåìåíòà 

1m , ìàññà ýëåìåíòà 2m  ïðèíèìàåòñÿ 

íè÷òîæíî ìàëîé ( 02 →m ), ïîýòîìó 
îíà íå îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèå 
íà äèíàìèêó äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Îíà 
ââåäåíà äëÿ óäîáñòâà ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îïèñàíèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ äâóõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. 

Ôóíêöèîíèðîâàíèå óïðóãî-âÿçêî-
ïëàñòè÷íîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ 
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà íà÷àëüíîì 
ýòàïå óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîç-
íèêàþò òîëüêî óïðóãèå äåôîðìàöèè, 
ïîýòîìó äåôîðìàöèè ïîäâåðãàåòñÿ 
òîëüêî óïðóãî-âÿçêèé áëîê YY CK −1 . 
Äàííûé áëîê ó÷èòûâàåò óïðóãèå äå-
ôîðìàöèè è âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì 
ïîòåðè ýíåðãèè â ìàòåðèàëå. Óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèé áëîê âêëþ÷àåòñÿ â ðà-
áîòó, êîãäà êîíòàêòíîå óñèëèå äîñòè-
ãàåò çàäàííîãî (ïðåäåëüíîãî) çíà÷åíèÿ 
FST, ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðèìåð èí-
òåíñèâíîìó ïîÿâëåíèþ â ìàòåðèàëå 
ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.  

Êîãäà êîíòàêòíîå óñèëèå äîñòèãàåò 
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ MAXN , íà-
ñòóïàåò ýòàï ðàçãðóçêè ìîäåëè. Íà 
äàííîì ýòàïå â ðàáîòó âñòóïàåò òîëü-
êî óïðóãî-âÿçêèé áëîê, îïèñûâàþùèé 
èñ÷åçíîâåíèå òîëüêî óïðóãèõ äåôîð-
ìàöèé. Ïðè ýòîì óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé 
áëîê îñòàåòñÿ â äåôîðìèðîâàííîì 
ñîñòîÿíèè, òàê êàê õàðàêòåðèçóåò íå-
îáðàòèìûå ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîòå-
êàþò â õîäå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÷àñòèö ìàòåðèàëà ñ ðàáî÷åé ïî-
âåðõíîñòüþ ñåïàðàòîðà. 
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Âñå ýëåìåíòû ìîäåëè èìåþò ëè-
íåéíûå õàðàêòåðèñòèêè, ò.å. ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò. 
Äàííûé ïîäõîä øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ 
ïðè ïîñòðîåíèè óïðóãî-âÿçêèõ ìåõà-
íîðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé [3,4]. Ïëà-
ñòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ òàêæå ìîæ-
íî ïðèáëèæåííî ïðèíèìàòü ïðîïîð-
öèîíàëüíîé äåéñòâóþùåé ñèëå [6,7]. 
Ðàçãðóçêà ìàòåðèàëà ìîæåò îïèñûâàòü-
ñÿ çàêîíîì ëèíåéíîé óïðóãîñòè [6]. 

Íà îñíîâå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà 
áûëè ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå 
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîíòàêòíîå 
âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñ âèáðîîð-
ãàíîì â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè:          

1 1 21 1 1 2

1 1

( ) ( )

'

Y Ym y C y y K y y

m g m y

•• • •

••

+ − + − =

= − −
; 

                     

2 2 12 2 2 2

1 2 1 2 2

( )

( ) ' ,

Y Y Y
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 - óñêîðåíèå, 

ñêîðîñòü è ïåðåìåùåíèå 1m  è 2m  

îòíîñèòåëüíî âèáðîîðãàíà â íîð-

ìàëüíîì íàïðàâëåíèè; '
••

y  - óñêîðå-
íèå âèáðîîðãàíà â íîðìàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè. 

Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ 
ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âëèÿ-
íèå óïðóãèõ, âÿçêèõ (äèññèïàòèâíûõ) è 
ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà 
äèíàìèêó óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
÷àñòèöû ìàòåðèàëà ñ âèáðîîðãàíîì 
ñåïàðàòîðà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû 
óðàâíåíèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-
âàòü ÷èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà. 

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèòü ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ÷àñòèö ìà-
òåðèàëà â íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì 
ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè âèáðîîðãàíà. 

Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ðàçðà-
áîòàííîé ìîäåëè èìååò öåëüþ äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ìîäåëèðîâà-
íèÿ âèáðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïðè 
ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàòåëü-
ñêèõ çàäà÷. 
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