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 ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ 
äèñêðåòíûå ñèíãóëÿðíî âîç-

ìóùåííûå ñèñòåìû îïòèìàëüíîãî 
óïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèÿìè. Ïî-
äîáíûå äèñêðåòíûå ñèñòåìû â îáùåì 
ñëó÷àå ñ çàïàçäûâàíèåì íà îäèí øàã 
ìîãóò áûòü îïèñàíû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü èìååì  

- âåêòîð ôàçî-
âîãî ñîñòîÿíèÿ, à  

 ….,  – óïðàâëÿþùèé 
âåêòîð. Èçâåñòíà ïðåäûñòîðèÿ ïðî-
öåññà, ò.å. ñîñòîÿíèÿ  
äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå îáúåêòà îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè. 

                      (1) 
Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû 

îïðåäåëèòü óïðàâëåíèå  
 

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü çàäàåò òðà-
åêòîðèþ , ÷òî äà-
åò âîçìîæíîñòü ìàêñèìèçèðîâàòü 
ôóíêöèîíàë. 

 (2) 
Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü íàëîæåíû 

îãðàíè÷åíèÿ òèïà 
 íà óïðàâ-

ëåíèå è îãðàíè÷åíèå òèïà  
íà ôàçîâûå êîîðäèíàòû. Äëÿ ðåøå-
íèÿ äàííîé çàäà÷è ïóòåì ñâåäåíèÿ åå 
ê çàäà÷å áåç çàïàçäûâàíèÿ ââåäåì äî-
ïîëíèòåëüíóþ ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ  

 êîòîðóþ 
ïîä÷èíèì óñëîâèÿì: 

            (3) 
Â òàêîì ñëó÷àå , à 

óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: 

, 
                       (4) 

Îãðàíè÷åíèÿ 
 ïðèíèìàåò 

ñëåäóþùèé âèä:  
        (5) 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê 
ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Äàíî 
ôàçîâûõ êîîðäèíàò  

 è óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ  

 Èòàê, ñîîòíîøåíèÿ (3)–(5) çà-
äàþò äèñêðåòíûé óïðàâëÿåìûé îáú-
åêò. Äëÿ äàííîãî îáúåêòà îïðåäåëåíà 
íà÷àëüíàÿ òî÷êà  íåîá-
õîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèî-
íàë. 

  (6) 
Èòàê, çàäà÷à ñ çàïàçäûâàíèåì (íà 

îäèí øàã) ñâåäåíà ê çàäà÷å ñ çàêðåï-
ëåííûì ëåâûì êîíöîì. Åñëè æå â 
ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ âõîäèò 

 ââåäåì åùå îäíó ôàçîâóþ 
ïåðåìåííóþ. …. . 
Áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû îíà óäîâëå-
òâîðÿëà óñëîâèÿì  Ó÷èòû-
âàÿ ñêàçàííîå, ñîîòíîøåíèÿ òèïà (1) 

Â 
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ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì  îáðà-
çîì. 

 
                        (7) 

×òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ çàïèñüþ 
äèñêðåòíîãî óïðàâëÿåìîãî  îáúåêòà. 
Åñëè æå ìû èìååì äèñêðåòíûå óïðàâ-
ëÿåìûå îáúåêòû ñ çàïàçäûâàíèåì íà 

øàãîâ (çäåñü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 

ìåíüøåå ). Òàêèå îáúåêòû îïèñû-
âàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè òèïà. 

                  (8) 
 

Ïðè÷åì çàäàíû 
, è íàëàãàþòñÿ îã-

ðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿåìûå ïàðàìåò-
ðû è ôàçîâûå êîîðäèíàòû. Ïîäîáíûå 
îáúåêòû ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîé 
ôàçîâîé ïåðåìåííîé 

, ïîä÷èíåííîé óñëî-
âèþ (2), óìåíüøàåò íà åäèíèöó. Ýòî 
ñâîäèò ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò ê 
äðóãîìó îáúåêòó, èìåþùåìó çàïàçäû-
âàíèå íà  øàãîâ. Èòàê, ââåäÿ 
äîñòàòî÷íîå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ 
ôàçîâûõ êîîðäèíàò ìîæíî ñâåñòè  
îáúåêò (8) ê îáúåêòó áåç çàïàçäûâà-

íèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ñêàçàííîå âûøå, äà-
ëåå, îïðåäåëèì äèñêðåòíûå ñèíãóëÿð-
íî âîçìóùåííûå ñèñòåìû îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè îáú-
åêòàìè ñ çàïàçäûâàíèåì. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ 
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìîé 
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäû-
âàíèåì íà îäèí øàã (1), åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà ñâî-
äèòñÿ ê ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè äèñ-
êðåòíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé 
ñèñòåìû íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìîæíî 
áûëî ðåãóëÿðèçîâàòü íåïðåðûâíóþ 
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ ñèñòåìó. 
Ïóñòü äàíà äèñêðåòíàÿ ñèíãóëÿðíî 
âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíè-
åì íà îäèí øàã. 

       (9) 
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (9) ñîîòâåò-

ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííàÿ ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì  
ñëåäóþùåãî âèäà: 

(      (10) 

Ñèñòåìà (10) èçâåñòíûìè ìåòîäàìè 
ìîæåò áûòü ðåãóëÿðèçîâàíà.
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íîãèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî 
óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷å-

ñêèìè îáúåêòàìè â ãîðíîì, ìåòàëëóð-
ãè÷åñêîì è ò.ï. ïðîèçâîäñòâàõ îïèñû-
âàþòñÿ äèñêðåòíûì ñèñòåìàìè îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Èçó÷åíèå ïî-
äîáíûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ 
èíôîðìàöèè î òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàê-
òè÷åñêèõ îñíîâàõ èõ ñîçäàíèÿ. 

Äàëåå, â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò   ñî-
ñòîÿíèå òåõíîëîãè÷åñêîãî îáúåêòà 
îïðåäåëÿåòñÿ n ôàçîâûìè êîîðäèíà-
òàìè . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 

åñòü òî÷êà ïðîñòðàí-
ñòâà . Èòàê â êàæäûé ìîìåíò t ôàçî-

âîå ñîñòîÿíèå áóäåò èìåòü n 
êîîðäèíàò  

 
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

               (1) 
Ñîñòîÿíèé îáúåêòà â ìîìåíòû 

 áóäåì íàçûâàòü òðà-
åêòîðèåé äâèæåíèÿ îáúåêòà. - 
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïîâåäåíèå òåõ-
íîëîãè÷åñêîãî îáúåêòà, îäíîçíà÷íî 
îïðåäåëÿåòñÿ, åñëè âûáðàíî íåêîòî-
ðîå óïðàâëåíèå   
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé 

 
                            (2) 

ãäå 
(x,u)=  

íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñî çíà÷å-

íèÿìè â ïðîñòðàíñòâå  Ñîîòíî-
øåíèÿ (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàêîí 
äâèæåíèÿ äèñêðåòíîãî óïðàâëÿåìîãî 
îáúåêòà. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè  è 
êàæäîãî  çàäàíî â ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ …., 
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî - îáëàñòü 
óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ â ìîìåíò t ñîîò-
âåòñòâóåò ôàçîâîìó ñîñòîÿíèþ x  è 

.  
Äàëåå, ââåäåì êðèòåðèé ýôôåê-

òèâíîñòè   
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû, çíàÿ íà÷àëüíîå 
ñîñòîÿíèå  îïðåäåëèòü òàêîå äî-
ïóñòèìîå óïðàâëåíèå äëÿ óïðàâëÿåìî-
ãî îáúåêòà, êîòîðîå ïðèäàåò ôóíê-
öèîíàëó ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. 
Äàííóþ çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü îñ-
íîâíîé (çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì 
è ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì). Ïî-
äîáíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ  íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. 

Íàðÿäó ñ äèñêðåòíûì óïðàâëÿåìûì 
îáúåêòîì áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíûé 
óïðàâëÿåìûé îáúåêò ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííûì, åñëè åìó ñîîòâåòñòâóåò 
íåïðåðûâíûé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íûé óïðàâëÿåìûé îáúåêò. Íàïîìíèì, 
÷òî íåïðåðûâíûé óïðàâëÿåìûé îáú-
åêò íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íûì, åñëè ïðè ãëàâíûõ ÷àñòÿõ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 

Ì 
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îïåðàòîðà ïðèñóòñòâóåò ìàëûé ïàðà-
ìåòð.  

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé óïðàâëÿå-
ìûé îáúåêò ñëåäóþùåãî âèäà: 

  
                       (3) 

  ìàëûé ïàðàìåòð. Äëÿ âûÿñíåíèÿ 
âîïðîñà, êàêîé íåïðåðûâíûé óïðàâ-
ëÿåìûé îáúåêò áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü 
îáúåêòó (3) ïðèìåíèì çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ  

   
.    

Íå òðóäíî âèäåòü, â òàêîì ñëó÷àå 
äèñêðåòíûé óïðàâëÿåìûé  îáúåêò.  

                     (4)           

Ò.ê. ìàëûé ïàðàìåòð ñòîèò ïðè 
ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî (4) 
áóäåò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì. Äëÿ 
ðåãóëÿðèçàöèè (4) ïðèìåíèì ìåòîä 
Óèçåìà.  

 
Ïîäñòàâèì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàç-

ëîæåíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò  è 

óïðàâëåíèé  â ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííîå óðàâíåíèå (4) è ïðèðàâíÿåì 
íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè 

   
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåêóððåíò-

íóþ öåïî÷êó ðåãóëÿðèçîâàííûõ, íå-
ïðåðûâíûõ ñèñòåì îïòèìàëüíîãî 
óïðàâëåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà. 

), 

+  ,  

), 

 

+ , 

 ), 
è ò.ä. 

Ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà ðåãóëÿðèçî-
âàííûõ ñèñòåì îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ðåøàåòñÿ, â îòëè÷èå îò ñèíãó-
ëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû (4) è ñî-
îòâåòñòâåííî ñèñòåìû (3) èçâåñòíûìè 
ìåòîäàìè òåîðèè îïòèìàëüíîãî 
óïðàâëåíèÿ.

 
ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 

 
1. Äîáðîõîòîâ Ñ.Þ., Ìàñëîâ Â.Ï. Êîíå÷íîçîííûå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â 

ÂÊÁ – ïðèáëèæåíèÿõ. // Èòîãè Íàóêè è Òåõíèêè ÂÈÍÈÒÈ, Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòå-
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ðîñòåéøàÿ ñèñòåìà ñ çàïàç-
äûâàíèåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ 

óðàâíåíèåì 
 

                     (1) 
,…,) 

             (2) 
âåêòîð, îïèñûâàþùèé ïîëîæåíèå 
èçó÷àåìîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè 

   - ñêàëÿð, îïðåäåëÿþùèé âå-
ëè÷èíó óïðàâëåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè   
ïîñòîÿííûå  ìàòðèöû, îïðåäå-
ëÿþùèå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà îáú-

åêòà,   - âåêòîð, îòðàæàþùèé ñâîé-
ñòâà âõîäíîãî óñòðîéñòâà;  - 
íåêîòîðîå ÷èñëî (çàïàçäûâàíèå). 
Ôóíêöèÿ  è âåêòîð îïðåäåëÿþò 
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. 

ßâëåíèå çàïàçäûâàíèÿ â ñèñòåìå 
(1) âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî íà ñêîðîñòü 
èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû îêàçû-
âàåò âëèÿíèå íå òîëüêî ïîëîæåíèå 

, íî è ïîëîæåíèå  â êîòî-
ðîì ñèñòåìà ïðèáûâàëà åäèíèö âðå-
ìåíè íàçàä. Ó÷èòûâàÿ ñèñòåìó (1), (2) 
çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèíãóëÿð-
íî âîçìóùåííóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâà-
íèåì. 

 

, …,                         (4) 

Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò ðå-
ãóëÿðíîé ñèñòåìû (1), (2) íàëè÷èåì 
ìàëîãî ïàðàìåòðà  ïðè ãëàâíûõ ÷ëå-
íàõ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. 
Ýòî îòëè÷èå ñîçäàåò ïðèíöèïèàëüíûå 
òðóäíîñòè ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû 
(3) íà îòíîñèòåëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü  

, . Äàííûå òðóäíîñòè ñâÿ-
çàíû ñ ââåäåíèåì îïðåäåëÿþùåãî 
óðàâíåíèÿ, êîòîðîå â ñëó÷àå (1) âû-
ãëÿäåëî áû ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

,  
               (5) 
       

 

åñëè ,                           

Çäåñü (t)   -  ìàòðè÷íàÿ 
ôóíêöèÿ. ×åðåç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) 
âûðàæàåòñÿ êðèòåðèé îòíîñèòåëüíîé 
óïðàâëÿåìîñòè. Èìååò ìåñò ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò. Ñèñòåìà (1) îòíîñè-
òåëüíî óïðàâëÿåìà, òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà  

 
                       (6) 

Â ñëó÷àå æå ñèñòåìû (3) ïðîâåðêà 
êðèòåðèÿ (6) âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå 
òðóäíîñòè. 

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííûõ òðóäíî-
ñòåé ïðèìåíèì àñèìïòîòè÷åñêèé ìå-
òîä Óèçåìà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðè-
âåñòè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ ñèñ-
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òåìó (3), (4) ê ðåêóððåíòíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óæå îòíîñè-
òåëüíî óïðàâëÿåìà. Çàïèøåì àñèìïòî-
òè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ  

      (7) 

        (8) 

ãäå . 

Ïîäñòàâèì   è   â ñèñòåìó (3), 
(4)  è ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýôôèöè-
åíòû ïðè ñòåïåíÿõ  

 

 
 

 
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñèñ-

òåìó , â êîòîðîé êàæäàÿ ïîäñèñ-

òåìà óæå îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìà. 
Äàëåå, ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííóþ ñèñòåìó ñî ìíîãèìè çàïàç-
äûâàíèÿìè è óïðàâëåíèÿìè. 

 

ãäå  – çàïàçäûâà-

íèÿ,  –  ìåð-
íîå óïðàâëåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå 
ïðèìåíèì ê (10) ìåòîä Óèçåìà àíàëî-
ãè÷íî (7), (8) â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì. 

 

) +B , 

) +B , 

) +B ,  

 

) +B , 

Â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþùóþ 
ñèñòåìó 

 
åñëè , 

rank(  k=0,…  
ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ êàæäîãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû  è òåì ñàìûì 

äîêàçàòü åå îòíîñèòåëüíóþ óïðàâëÿå-
ìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, 
êàê ìîæíî ðåãóëÿðèçîâàòü ñèíãóëÿð-
íûå ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì è îïðå-
äåëèòü èõ îòíîñèòåëüíóþ óïðàâëÿå-
ìîñòü.
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