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Ñåìèíàð № 3 
 

îáû÷à ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, òàêèõ êàê óãîëü, ïðè òåõíîëîãèè ñæèãà-
íèÿ åãî â ïëàñòå ñ ïîñëåäóþùèì îòâîäîì òåïëà, ãàç, íåôòü è ò.ï., èñ-

êëþ÷àþùèõ ïðèñóòñòâèå ÷åëîâåêà ïîä çåìëåé, ïðîèçâîäèòñÿ â ïëîõî êîíòðî-
ëèðóåìûõ óñëîâèÿõ. Ïðè ýòîì ïðîöåññ ñãîðàíèÿ óãëÿ è ïðîäâèãàíèå ýòîãî 
ôðîíòà èëè âûòåñíåíèå ãàçà è íåôòè ïî ïëàñòó, ôðîíò êîòîðûõ òàêæå íåëüçÿ 
ñ÷èòàòü ñïëîøíûì è ôèêñèðîâàííûì íà êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. 

×òîáû óïðàâëÿòü èçìåíåíèåì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ âìåùàþùèõ ïîðîä ïðè òàêèõ ïðîöåññàõ íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü ñè-
òóàöèþ è èìåòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, îáåñïå÷èâàþùèå âîçìîæíîñòü 
ôîðìóëèðîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Åñëè â [1] èñïîëüçîâàëèñü íàòóðíûå 
çàìåðû âåðòèêàëüíûõ êîìïîíåíò ñìåùåíèé êðîâëè âûðàáîòêè â êà÷åñòâå 
îäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ïðèíèìàÿ äëÿ âòîðîãî àïðèîðíûå ïðåäïîëî-
æåíèÿ îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî ãðàíèöå ñ óãîëüíûì ïëàñòîì 
â óñëîâèÿõ ãëóáîêîãî çàëîæåíèÿ. Ñóùåñòâåííûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ äîñòóï 
ê îòðàáàòûâàåìîìó ïëàñòó è âîçìîæíîñòü âåñòè çàìåðû è âîçäåéñòâîâàòü 
íà ìàññèâ çàêëàäêîé èëè îñòàâëåíèåì öåëèêîâ. Ïðè áåçëþäíîé âûåìêå òà-
êîé âîçìîæíîñòè íåò, èìååòñÿ òîëüêî ðÿä ñêâàæèí, îáåñïå÷èâàþùèõ äî-
áû÷ó. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î äåôîðìèðîâàíèè 
ìàññèâà ïîðîä â ïðîöåññå äîáû÷è. 

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé äëÿ ðåàëèçàöèè çàäà÷è ðàñ÷åòà äåôîðìèðîâàíèÿ, êîãäà 
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ïîäõîäàìè [2−4] ïðè ôîðìóëèðîâêå ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âñåõ òðåõ îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ñâîäèòñÿ ê 
ñíåñåíèþ âñåõ ñâåäåíèé î ïëàñòå íà ïðÿìîëèíåéíûé ðàçðåç, ÷òî äîïóñòèìî â 
ñëó÷àÿõ ìàëîñòè òîëùèíû è ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ïëàñòà îò ãîðèçîíòàëü-
íîãî ðàçðåçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëóáèíîé çàëîæåíèÿ, ò.å. ìîäåëèðóåì ïîðîäû 
êðîâëè ïîëîñîé, à ïîëåçíûé ïëàñò çàíèìàåò ðàçðåç äëèíîé 2à (ðèñ. 1). 

Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðîäû ïî÷âû äîñòàòî÷íî æåñòêèå è 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èõ äåôîðìèðîâàíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíû ñëåäóþùèå 
âàðèàíòû ôîðìóëèðîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðîäîëæåíèè ðàçðåçà äëÿ Ã1 
[1−4]: 

                                                           
*Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîãî êîíòðàêòà  
№ 02.515.11.5028 è ÐÔÔÈ (ïðîåêò № 07-05-00004). 
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                                                                   y   
                                                             h        
                                    Ã2         u2, v2                      v 
                                                                            u 
                                        Ω 
 
                                  Ã1           .                              .  u1, v1   
 

                                               -à              0             à                  õ  
 

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïîðîä êðîâëè 
 

u = v = 0,     a ≤ |x| < ∞;                                   
(1) 
v = τ = 0,     a ≤ |x| < ∞;                                   
(2) 
v = v0(x),   τ = 0  íà   |x| < ∞;                                    
(3) 
v = v0(x),    u= 0  íà   |x| < ∞,                                    
(4) 

 

ãäå u, v – êîìïîíåíòû ñìåùåíèé, τ − êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. 
Â óñëîâèÿõ áîëüøîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ, äîñòà-

òî÷íî ñèëüíûõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òèïà (1)−(4), òåì íå ìåíåå, â ðàì-
êàõ ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé ðàñ÷åòû íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé áóäåì ïðîâîäèòü 
àíàëèòè÷åñêè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñòåðæíåì, âîêðóã êîòîðîãî âîçìîæíî 
ïðîâîäèòü óòî÷íåíèÿ â ëþáîì íàïðàâëåíèè. 

Äëÿ îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Ã = Ã1 + Ã2, èìåþò ìåñòî ñîîòíî-
øåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé [5], 

+ µ
+ µ =

π −∫0 0
0

1 ( ) 2 ( )
( ) 2 ( ) ,

Ã

f t g t
f t g t dt

i t t
 

− µ
− µ = −

π −∫0 0
0

1 ( ) 2 ( )
( ) 2 ( )

Ã

ê f t g t
ê f t g t dt

i t t
                                                           

(5) 

[ ] −
− + µ
π −∫ 0

0

1
( ) 2 ( ) ,

Ã

t t
f t g t d

i t t
 

ãäå ê, µ − óïðóãèå ïîñòîÿííûå;  

( )= +∫
0

( ) ,
t

n nf t i X iÓ ds                                                                                      

(6) 
Xn, Ón – çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé â íàïðàâëåíèè îñåé õ è ó, ñîîòâåòñòâåííî; g = u 
+ iv; t ∈ Ã, t0 – àôôèêñ òî÷êè ãðàíèöû; ÷åðòî÷êà ïîä ôóíêöèåé îáîçíà÷àåò ñî-
ïðÿæåííîå çíà÷åíèå; i – ìíèìàÿ åäèíèöà. 

Íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè Ã2 ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðóåì â âèäå 
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σn = τn = 0,     |x| < ∞                                   
(7) 

Ñ ó÷åòîì (7) èç (5) êîìïîíåíòû ñìåùåíèé äëÿ ãðàíèö Ã1 è Ã2 îïðåäåëÿþòñÿ 
èç óðàâíåíèé 

∞

−∞

⎧ +⎪µ = − − −⎨
π −⎪⎩
∫ 12

1 11

( 1)1
4 ( ) ( 1) ( )

ê f
u x ê f x ds

s x
 

−∞ −∞

∞ ∞

⎫⎡ ⎤− − µ + − µµ ⎪⎣ ⎦− − ⎬
− + ⎡ ⎤− + ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫
2 2 2

2 22
2 2 22 2

4 ( ) 8 ( )4
,

( ) ( )

h s x h u h s x vhu
ds ds

s x h s x h
 

∞

−∞

⎧ +⎪µ = − + +⎨
π −⎪⎩
∫ 11

1 12

( 1)1
4 ( ) ( 1) ( )

ê f
v x ê f x ds

s x
 

−∞ −∞

∞ ∞

⎫⎡ ⎤− µ − − − µµ µ ⎪⎣ ⎦+ + ⎬
− + ⎡ ⎤− + ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫
2 2 2

2 22
2 2 22 2

8 ( ) 4 ( )4
;

( ) ( )

h s x u h s x h vh v
ds ds

s x h s x h
 

[ ]∞

−∞

⎧ − + µ⎪µ = − −⎨
π − +⎪⎩
∫ 11 1

2 2 2

(1 ) ( ) 4 ( )1
4 ( )

( )

ê f s u s h
u x ds

s x h
                                                  (8) 

∞

−∞

⎫⎡ ⎤− − + µ + − + µ ⎪⎣ ⎦− ⎬
⎡ ⎤− + ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫
2 2 2

11 1 12 1

22 2

2 ( ) ( 2 ) 4 ( )( 2 )
,

( )

h s x h f u h s x f v
ds

s x h
 

[ ]∞

−∞

⎧ + − − − − µ⎪µ = +⎨
π − +⎪⎩
∫ 11 12 1

2 2 2

( 1)( ) ( 1) 41
4 ( )

( )

ê s x f h ê f v
v x ds

s x h
 

∞

−∞

⎫⎡ ⎤− + µ + − − + µ ⎪⎣ ⎦+ ⎬
⎡ ⎤− + ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫
2 2 2

11 1 12 1

22 2

4 ( )( 2 ) 2 ( ) ( 2 )
,

( )

h s x f u h s x h f v
ds

s x h
 

ãäå f = f11 + if12   íà Ã1. 
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå â êâàä-

ðàòóðàõ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñìåùåíèé ãðàíèö ïîðîä êðîâëè. Ïîä-
ñòàíîâêà (1)−(4) â óðàâíåíèÿ (8) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå òàêèõ ÷åòûðåõ 
çàäà÷ äëÿ ïîëîñû Ω. 

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé äëÿ |x| ≤ à ôîðìóëèðóþòñÿ êàê èçìåíåíèÿ 
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ, ò.å. 

σó = σó0 (õ), τ = τ0 (õ), |x| ≤ à.                                   
(9) 

Ãëàâíîå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñâÿçàíî ñ äîñòîâåðíîñòüþ ôîðìóëèðîâ-
êè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà Ã1. 

Âîçìîæíîñòü íàñòóïëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé ñâÿçàíà ñî ñäâèãîâûìè 
äåôîðìàöèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Â êà÷åñòâå òà-
êèõ êðèòåðèåâ ïðèìåì: 

1. Óñëîâèå Òðåñêà 
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σ − σ
τ = =1 3

max 2
k ,                                                                                        

(10) 
ãäå k – ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ñäâèãå; σ1, σ3 – ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ 
2. Óñëîâèå Ìèçèñà 

σ + σ − σ σ + τ = σ2 2 2
ò3 ,x y x y                                                                         

(11) 

ãäå σò – íàïðÿæåíèå òåêó÷åñòè. 
Ðàññ÷èòàâ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå èç (8) äëÿ (1)−(4) è (9) ïî ôîðìóëàì (10), 

(11) îïðåäåëÿþòñÿ îáëàñòè ïîâûøåííûõ íàïðÿæåíèé, ãäå âîçìîæíû ñäâèãè, 
ò.å. íàèõóäøèå è íàèëó÷øèå ñèòóàöèè ê êîòîðûì íóæíî ñòðåìèòüñÿ èçìåíÿÿ, 
íàïðèìåð, òåõíîëîãèþ – î÷åðåäíîñòü ïîâûøåíèÿ (ïîíèæåíèÿ) äåáèòà ñêâàæèí. 
Äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé èç (8) íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå f11 è f12, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî 
ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî õ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (8), ïîëó÷èì    

∞

−∞

⎧ + τ⎪′µ = − − σ − −⎨
π −⎪⎩
∫ 1

1 1

( 1)1
4 ( ) ( 1) y

ê
u x ê ds

s x
 

{−∞ −∞

∞ ∞

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤µ − − − + − −µ − ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦− − ⎬
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫
2 2 2 2

2 22
2 32 2 2 2

8 ( ) ( ) 3 3( )8 ( )
,

( ) ( )

h s x s x h u h s x h vh s x u
ds ds

s x h s x h
 

∞

−∞

+ σ⎧⎪′µ = − τ + − +⎨
π −⎪⎩

∫ 1
1 1

( 1)1
4 ( ) ( 1) ( ) yê

v x ê x ds
s x

                                                  

(12) 

{−∞ −∞

∞ ∞

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤µ − − − − − −µ − ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ + ⎬
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫
2 2 2 2

2 22
2 32 2 2 2

8 3( ) ( ) ( ) 38 ( )
,

( ) ( )

h h s x h u s x s x h vh s x v
ds ds

s x h s x h
 

Åñëè âåñòè íàáëþäåíèÿ çà ïîâåäåíèåì äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ñ íà÷àëà îòðà-
áîòêè ïëàñòà, òî âîçìîæíî, èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå, îïðåäåëèòü ïðèâåäåííûé 
ìîäóëü Þíãà ïîðîä êðîâëè. Ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà äàííûõ î 
ñìåùåíèÿõ íà Ã2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì óòî÷íèòü óñëîâèÿ (1)−(4) ñ ïîñëå-
äóþùèì óòî÷íåíèåì ðåøåíèÿ (8) è îáëàñòåé, ãäå äîñòèãàþòñÿ ïðåäåëüíûå çíà-
÷åíèÿ (10), (11). Íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ σó è τ îïðåäåëÿþòñÿ 
ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (8) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç (1)−(4). 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ σõ, σó è τ âõîäÿùèå â (10), (11), âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿ-
ìè [6] 

σõ + σó = 4Reϕ′(z) 

′ ′′ ′σ − τ = ϕ + ϕ + ψ2Re ( ) ( ) ( )y i z z z z                                                                  (13) 

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ïðàâûå ÷àñòè (13), èìåþò âèä  

[ ]+ ϕ = + µ0 0 0( 1) ( ) ( ) 2 ( )ê t f t g t  
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′+ ψ = − µ − ϕ0 0 0( 1) ( ) ( ) 2 ( ) ( )ê t ê f t g t t t                                                               (14) 

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (14), ñîãëàñíî [6], ïîëó÷àåì 
+ µ′+ ϕ =

π −∫ 2

1 2
( 1) ( ) ,

2 ( )Ã

f g
ê z dt

i t z
 

+ µ′′+ ϕ =
π −∫ 3

1 2
( 1) ( ) ,

( )Ã

f g
ê z dt

i t z
                                                                          

(15) 
− µ + µ′+ ψ = −

π π− −∫ ∫2 3

1 2 1 ( 2 )
( 1) ( ) ,

2 2( ) ( )Ã Ã

êf g t f g
ê z dt dt

i it z t z
 

÷òî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïðàâûå ÷àñòè (14) íå ïðîèçâîäÿ ÷èñëåííîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ f(t0) è g(t0). 

Äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè Ω èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (13) ñ ó÷åòîì (14) èìååì 

− µ′ ′⎡ ⎤σ = σ + µ − σ = σ +⎣ ⎦+ + +
4 3 8

2
1 1 1x y y y

ê
u u

ê ê ê
                                             (16) 

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (12) â (16) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì äëÿ Ã1 

∞ −∞

−∞ ∞

⎧ τ µ −⎪σ = σ + + +⎨
π −⎪ ⎡ ⎤− +⎩ ⎣ ⎦
∫ ∫1 2

1 1 22 2

8 ( )1

( )
x y

h s x u
ds ds

s x s x h
 

{−∞

∞

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤µ − − − + − − ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ ⎬
⎡ ⎤− + ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫
2 2 2 2

2 2

32 2

8 ( ) ( ) 3 ( )

( )

h s x s x h u h s x h v
ds

s x h
.                             (17) 

Óðàâíåíèå (17) èìååò ñîâñåì ïðîñòîé âèä íà ïåðâîé ñòàäèè îòðàáîòêè ïëà-
ñòà, êîãäà ýòî âëèÿíèå íå îùóùàåòñÿ íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. u2(x) ≈ v2(x) 
≈ 0. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (8) îïðåäåëÿþò u1(x) è v1(x) êàê 
ôóíêöèè îò f11(õ) è f12(õ), à òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ äîëæíû òîæäåñòâåí-
íî âûïîëíÿòüñÿ è ìîãóò ñëóæèòü äëÿ óòî÷íåíèÿ òåõ èëè èíûõ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ, àïïðîêñèìàöèé èëè ãèïîòåç. 

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (8) ïîçâîëÿåò 
ðàññìîòðåòü ëþáóþ îñíîâíóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàííóþ äëÿ ó = 0. Åñëè èìå-
þòñÿ íàòóðíûå äàííûå, ëþáûå è â ëþáîì êîëè÷åñòâå, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïðîèçâåñòè äîîïðåäåëåíèå êàê óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàññèâà, òàê è 
ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êàêîé áû âèä â ïëàíå íå 
èìåë ïëàñò ïîëåçíîãî èñêîïàåìîãî, àïïðîêñèìàöèÿ åãî îòðåçêîì ïðÿìîé |x| ≤ 
≤à, ïðåäñòàâëÿåò ïåðâîå ïðèáëèæåíèå èñõîäíîé çàäà÷è – óïðàâëåíèå ãîðíûì 
äàâëåíèåì. Êàê ñëåäóåò èç ñêàçàííîãî, òåõíîëîãèÿ îòðàáîòêè ïëàñòà åñòü ìåõà-
íèêà ïëþñ ýêîíîìèêà. 
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