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Ïðåäëàãàåòñÿ êëàññ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå 
îïåðàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, à òàêæå îïåðàòîðû ñäâèãà, ñîïðÿæåíèÿ è ñèí-
ãóëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ýòîì êëàññå ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ óïðóãîñòè, ôóíêöèÿ Ãåëüäåðà, àíèçîòðîïíîå òåëî. 

 
 

 
ëàññè÷åñêèå çàäà÷è ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ïîñòàíîâêà êîòîðûõ 
äàåòñÿ â ðàáîòàõ Êîëîñîâà è Í.È.Ìóñõåëèøâèëè òðàäèöèîííî ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ãåëüäåðà [2]. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèåé Ãåëüäåðà 
ñ ïîêàçàòåëåì µ  íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà êîíòóðå L óñëî-
âèþ: 

,,,)()( 211212 LttttAtt ∈−≤Φ−Φ µ
                                                      (1) 

ãäå A – îïðåäåëåííàÿ êîíñòàíòà, .10 ≤< µ  

Êëàññ ôóíêöèé Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì µ  íà êîíòóðå L îáîçíà÷èì ÷åðåç 

)(LH µ . Åñëè ïîêàçàòåëü µ  íå èãðàåò ðîëè, òî åãî îáû÷íî íå ïèøóò. 

Êëàññ ôóíêöèé Ãåëüäåðà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû ðåøàòü îñíîâíûå 
çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. 

Íà ïðàêòèêå îáëàñòü D, çàíèìàåìàÿ òåëîì, êîíòóð L, êîòîðûé åãî îãðàíè-
÷èâàåò, è íàãðóçêè íà òåëî â îñíîâíîì ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè îò êî-

îðäèíàòû iyxz += . 
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ êëàññ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, àíàëîãè÷íûé êëàññó ôóíêöèé 

Ãåëüäåðà â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå îïå-
ðàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, à òàêæå îïåðàòîðû ñäâèãà, ñîïðÿæåíèÿ è ñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ýòîì êëàññå ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 
îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå. 

Áóäåì îñíîâûâàòüñÿ íà ôóíäàìåíòàëüíîì ïîíÿòèè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé – ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì [3]. 

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí rX  ñõîäèòñÿ â 
ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X, åñëè ñóùåñòâóþò ìîìåíòû 

∞<22 , rXMXM  è 02 →− XXM r  ïðè 0rr → . 

Ê 



 76 

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèé êëàññó 
Ãёëüäåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì. 

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ )(tΦ  ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãёëüäåðà â ñðåäíåì 

êâàäðàòè÷åñêîì íà êîíòóðå L ñ ïîêàçàòåëåì ))()(( * LHt µµ ∈Φ , åñëè äëÿ ëþáûõ 

1t  è 2t , ïðèíàäëåæàùèõ êîíòóðó L âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

µ2
12

2
12 )()( ttAttM −≤Φ−Φ                                (2) 

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 
Ãёëüäåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì. 

Ñâîéñòâî 1. Åñëè 1t  è 2t äîñòàòî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó è óñëîâèå Ãёëü-

äåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîêàçàòåëÿ 1µ , òî îíî âû-

ïîëíÿåòñÿ è äëÿ ïîêàçàòåëÿ 12 µµ < . 

Ñâîéñòâî 2. Åñëè ôóíêöèè )(1 tΦ  è )(2 tΦ  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãёëü-
äåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, òî èõ ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ïðè óñ-
ëîâèè, ÷òî çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïðèíàäëåæàò êëàññó Ãёëüäåðà â 
ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì. 

Ñâîéñòâî 3. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Ãёëüäåðà â 
ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñ ïîêàçàòåëåì µ , ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãёëüäåðà â 
ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì. 

Ñïðàâåäëèâà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 
Òåîðåìà. Åñëè L — çàìêíóòûé êîíòóð è R(t) óäîâëåòâîðÿåò íà L óñëîâèþ 

Ãёëüäåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñ ïîêàçàòåëåì µ , òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ 

èíòåãðàëà òèïà Êîøè )(t+Φ  è )(t−Φ  óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ ñ òåì æå 

ïîêàçàòåëåì, åñëè 0 < µ  < 1 è ñ ïîêàçàòåëåì ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àþùèì-

ñÿ îò µ , åñëè µ = 1. 

Äîêàçàòåëüñòâî: 
Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ 
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åå ñïðà-
âåäëèâîñòü äëÿ ôóíêöèè 
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äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ òî÷åê 1t  è 2t . Èç òî÷êè 1t  îïèøåì 

îêðóæíîñòü ðàäèóñà δ  òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêàëàñü ñ L â äâóõ òî÷êàõ a è b. 

×àñòü êîíòóðà L, ëåæàùåãî âíóòðè îêðóæíîñòè îáîçíà÷èì l. Ïóñòü 2t  - ôèêñè-
ðîâàííàÿ òî÷êà äóãè l, îòëè÷íàÿ îò a è b. 

Ïîëîæèì 12 ttK −=δ  Î÷åâèäíî, Ê < 1. 

Îáîçíà÷èì ),( τtss =  äëèíó ìåíüøåé èç äâóõ äóã êîíòóðà L ñ êîíöàìè t  è 
τ  (t - ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, τ  - òåêóùàÿ). 

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ãëàäêîñòè êîíòóðà L: äëÿ ãëàäêîãî êîíòóðà îòíî-

øåíèå dr
ds

, ãäå s – äëèíà äóãè êîíòóðà, r - äëèíà ñòÿãèâàþùåé åå õîðäû, åñòü 

âåëè÷èíà îãðàíè÷åííàÿ [1], ò.å. m
dr
ds

≤ , 

ãäå m - íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. 
Çíà÷èò 

mdrdsd ≤=τ  

Èç ïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 

1221 ),( ttmtts −≤ . 

Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ 
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç èíòåãðàëîâ 
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 

µ2
12

2 ttAJM kk −≤  ïðè 0 < µ  < 1 è  

)1(2
12

2 ε−−≤ ttAJM kk  ïðè µ = 1. 
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òî åñòü 1J  - ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà 

â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ñ êîýôôèöèåíòîì µ . Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåì èíòå-

ãðàë 2J . 
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ãäå 1max tR
lL

−=
−∈
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Â êëàññå ôóíêöèé Ãåëüäåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ðåøåíû ñëåäóþùèå 
çàäà÷è: 

Çàäà÷à 1. Ïóñòü òåëî, îáëàäàþùåå àíèçîòðîïèåé îáùåãî âèäà, çàíèìàåò 
îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ ãëàäêèì êîíòóðîì L. Îïðåäåëèòü óïðóãîå ðàâíîâåñèå 
òåëà, åñëè äåéñòâóþùèå íà òåëî íàãðóçêè ïðåäñòàâèìû ôóíêöèÿìè êëàññà 
Ãåëüäåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì. 

Çàäà÷à 2. Ïóñòü òåëî, îáëàäàþùåå àíèçîòðîïèåé îáùåãî âèäà, çàíèìàåò 
îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ ãëàäêèì êîíòóðîì L. Îáëàñòü D âçàèìíîîäíîçíà÷íî 
îòîáðàæàåòñÿ íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ Ãåëüäåðà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì. 
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