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ÒÅ×ÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÏËÀÑÒÈ×ÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ 
Ñ ÃÈÄÐÎÑÌÀÇÊÎÉ Â ÊÀÍÀËÅ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ 
ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÃÐÀÍÈÖÛ 

Ïðèâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ âÿçêîïëàñòè÷íîé æèäêîñòè â êà-
íàëå ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñî ñëîåì ãèäðîñìàçêè íà åãî ñòåíêå. Îïðå-
äåëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ è ðàñõîäîâ 
òðàíñïîðòèðóåìîé è ñìàçûâàþùåé æèäêîñòåé äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñàïðîïåëü, âÿçêîïëàñòè÷íàÿ æèäêîñòü, ñìàçûâàþùàÿ æèäêîñòü, 
òðàíñïîðòèðóåìàÿ æèäêîñòü. 

Íåäåëÿ ãîðíÿêà 
 

 

ðè äîáû÷å ñàïðîïåëÿ øíåêî-
âûìè ãðóíòîíàñîñíûìè óñòà-

íîâêàìè òðàíñïîðòèðîâàíèå åãî ÷àñ-
òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ëîòêàì, íà äíå 
êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ ñëîé ñìàçû-
âàþùåé æèäêîñòè ñ òåêó÷åñòüþ áîëü-
øåé, ÷åì òåêó÷åñòü ñàïðîïåëÿ. Èç-
âåñòíî [1], ÷òî ñàïðîïåëü ÿâëÿåòñÿ 
âÿçêîïëàñòè÷íîé æèäêîñòüþ, ðåîëî-
ãè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñûâà-
þòñÿ óðàâíåíèåì Øâåäîâà — Áèíãà-
ìà. Äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêèõ óñòà-
íîâîê íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ïî 
îïðåäåëåíèþ îñíîâíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê òå÷åíèÿ âÿçêîïëàñòè÷íîé æèäêî-
ñòè ñ ãèäðîñìàçêîé â êàíàëå ïðè íà-
ëè÷èè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. 
Ðàññìîòðèì òå÷åíèå âÿçêîïëàñòè÷íîé 
æèäêîñòè (ÂÏÆ) ñ ãèäðîñìàçêîé ïîä 
äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè íà ïëîñêîé 
ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîé øèðèíû 
ïðè íàëè÷èè îäíîé ïëîñêîé ñòåíêè è 
îäíîé ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Íà ðèñ. 1 
è 2 ïîêàçàíû ñõåìû òå÷åíèÿ ÂÏÆ 
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ãäå h1  

— òîëùèíà ñëîÿ ñìàçûâàþùåé æèä-
êîñòè (ÑÆ) ñ ðåîëîãè÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè: p02 — ïðåäåëüíîå íà-

ïðÿæåíèå ñäâèãà, ïë2η — ñòðóêòóðíàÿ 

âÿçêîñòü; h h1( )− — òîëùèíà ñëîÿ 

òðàíñïîðòèðóåìîé æèäêîñòè (ÒÆ) ñ 
ðåîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
p01  è ïë1η , α - óãîë íàêëîíà ñòåíêè ê 

ãîðèçîíòó. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî æèäêî-
ñòè äðóã ñ äðóãîì íå ïåðåìåøèâàþò-
ñÿ, à èõ ïëîòíîñòè ðàâíû èëè áëèçêè. 
Èçâåñòíî [2], ÷òî äàâëåíèå íà ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííî, ïîýòîìó 
âäîëü ýòîé ãðàíèöû îíî íå áóäåò çà-
âèñåòü îò õ, òî åñòü 

p x/ 0∂ ∂ = .  (1) 

Ïðîåêöèÿ ñèëû âåñà åäèíèöû ìàñ-
ñû íà îñü Îõ ðàâíà 

xF gSin= α ,  (2) 

ãäå g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ. 

Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè Vy è Vz ïðè-
íèìàåì ðàâíûìè íóëþ, ò.å. òðàåêòî-
ðèè âñåõ ÷àñòèö ïðÿìîëèíåéíû è ïà-
ðàëëåëüíû, ðåæèì äâèæåíèÿ ëàìè-
íàðíûé. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ íåðàç-
ðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè 
[3] ïîëó÷èì xV x/ 0∂ ∂ = . Îòêóäà ñëå-

äóåò, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âäîëü îñè 
îõ íå èçìåíÿåòñÿ. Òîãäà èç ñèñòåìû 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
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æåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ â äåêàðòîâîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò ïåðâîå óðàâíåíèå 
[3] 

x x x
x y

xyx xx xz
z x

V V V
V V

t x y

PV P P
V F

z x y z

1
( )

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
∂∂ ∂ ∂

+ = + + +
∂ ρ ∂ ∂ ∂

 

ñ ó÷åòîì ñòàöèîíàðíîñòè òå÷åíèÿ 
( xV t/ 0∂ ∂ = ) ìîæíî çàïèñàòü 

xyxx xz
x

PP P
F

x y z

1
( ) 0.

∂∂ ∂
+ + + =
ρ ∂ ∂ ∂

 (3) 

Ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ñêîðîñòåé 
äåôîðìàöèè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå 
êîîðäèíàò [3] èìåþò ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ: 

x
xx

y x x
xy

x z
xz

y
yy

yz
yz

z
zz

V
D

x
V V V

D
x y y

V V
D

z x
V

D
y

VV
D

y z

V
D

z

2 0;

;

0;

2 0;

0;

2 0.

∂⎧ ⎫
= =⎪ ⎪∂⎪ ⎪
∂ ∂ ∂⎪ ⎪

= + =⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎪ ⎪
⎪ ⎪∂ ∂

= + =⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪
⎨ ⎬∂⎪ ⎪= =
⎪ ⎪∂
⎪ ⎪

∂∂⎪ ⎪= + =⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪
∂⎪ ⎪= =⎪ ⎪∂⎩ ⎭

  (4) 

Ñ ó÷åòîì (4) èíòåíñèâíîñòü ñêîðîñòåé 
äåôîðìàöèé (èíâàðèàíò òåíçîðà ñêî-
ðîñòåé äåôîðìàöèé) â ñîîòâåòñòâèè ñ 
[3, 4] èìååò âèä: 

xx yy zz xyJ D D D D2 2 2 21
( )

2
⎡= + + + +⎢⎣

 

x
yz zx

V
D D

y

1 / 22 2 ∂⎤+ + =⎦ ∂
.  (5) 

Ñ ó÷åòîì (4) è (5) ñîñòàâëÿþùèå 
îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (ðåîëîãè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ) ÂÏÆ [3, 4] â äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî 
çàïèñàòü â âèäå: 

xx ïë xx

x
xy ïë xy

x

x x x
ïë ïë

xz ïë xz

p
P p D p

J
p V y

P D p
J V y

V V V
p Sign

y y y

p
P D

J

0

0
0

0

0

( ) ;

/
( )

/

;

( ) 0.

⎧ ⎫
= − + + η = −⎪ ⎪

⎪ ⎪
∂ ∂⎪ ⎪= + η = +⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪

⎨ ⎬
∂ ∂ ∂⎪ ⎪+η = + η⎪ ⎪∂ ∂ ∂

⎪ ⎪
⎪ ⎪= + η =⎪ ⎪⎩ ⎭

  

Ñ ó÷åòîì (1) è (6) óðàâíåíèå (3) ïå-
ðåïèøåì â âèäå: 

xyP
gSin

y

1
0

∂
α + =

ρ ∂
.  (7) 

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (7) ïîëó÷èì 

xyP gySin C1= −ρ α + ,  (8) 

ãäå Ñ1 – ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. 
Íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè íàïðÿ-

æåíèå ðàâíî íóëþ: ïðè ó=h Ðõó=0. 
Îòêóäà èç (8) íàéäåì 

Ñ ghSin1 = ρ α . (9) 

Òîãäà èç (8) ñ ó÷åòîì (9) ïîëó÷èì 

( )xyiP g h y Sin= ρ − α ,  (10) 

ãäå i=1 — äëÿ ÒÆ, i=2 – äëÿ ÑÆ. 
Ñ ó÷åòîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñ-

òåìû (6) è çíàêà ïðîèçâîäíîé 

xV y/ 0∂ ∂ ;  èç (10) èìååì 

( ) ixi

ïëi ïëi

pdV g
h y Sin

dy
0ρ

= − α −
η η

.  (11) 

Âûðàæåíèÿ (10) è (11) ñïðàâåäëè-
âû äëÿ ÒÆ è ÑÆ. 

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëîé ÑÆ ìàë ïî 
ñðàâíåíèþ ñî ñëîåì ÒÆ ( h h h1 1−≺≺ ), 

à åå òåêó÷åñòü âûøå, ìîæíî ïðèíÿòü, 
÷òî ñòåðæíåâîé ðåæèì òå÷åíèÿ âîç-
ìîæåí òîëüêî äëÿ ÒÆ. 

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (11) ïîëó-
÷èì 

(6)



 299 

xi
ïëi

g y
V hy Sin

2

2

⎛ ⎞ρ
= − α −⎜ ⎟η ⎝ ⎠

 

i
i

ïëi

p
y C0

2− +
η

,  (12) 

ãäå Ñ2i – êîíñòàíòà èíòåãðèðîâà-
íèÿ. 

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ ÑÆ 
ê ñòåíêå (Vx2=0 ïðè ó=0), èç (12) ïî-
ëó÷èì Ñ22=0. Òîãäà 

x
ïë

g y
V hy Sin

2

2
2 2

⎛ ⎞ρ
= − α −⎜ ⎟η ⎝ ⎠

 

ïë

p
y02

2

−
η

.  (13) 

Ðàññìîòðèì äâà ðåæèìà òå÷åíèÿ: 

à) Åñëè ( )xy y h
P p

1
2 01=

≤ , òî ÒÆ 

äâèæåòñÿ êàê êâàçèòâåðäîå òåëî ïî 
âñåìó ñå÷åíèþ áåç ñäâèãà ñëîåâ 
(ðèñ. 1). Óñëîâèå òàêîãî ðåæèìà 
òå÷åíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñ ó÷åòîì 
(10) â âèäå 

( )g h h Sin p1 01ρ − α ≤ .  (14) 

Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ V1 ÑÆ íà ãðà-
íèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä îïðåäåëèì ïî 
âûðàæåíèþ (13) ïðè y=h1: 

ïë

hg
V hh Sin

2
1

1 1
2 2

⎛ ⎞ρ
= − α −⎜ ⎟η ⎝ ⎠

 

ïë

p
h02

1
2

−
η

.  (15) 

Ñêîðîñòü V1 ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ 
äâèæåíèÿ êâàçèòâåðäîãî òåëà ÒÆ. 

Îáúåìíûé ðàñõîä ÒÆ ÷åðåç åäè-
íèöó øèðèíû íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè 
íàéäåì ïî âûðàæåíèþ: 

( )Q V h h1 1 1= − .  (16) 

Ñ ó÷åòîì (15) èç (16) ïîëó÷èì 

 
Ðèñ. 1 

 

( )Q h h h1 1 1= − ×  

ïë ïë

phg
h Sin 021

2 22

⎡ ⎤ρ ⎛ ⎞
× − α −⎢ ⎥⎜ ⎟η η⎝ ⎠⎣ ⎦

.  (17) 

Îáúåìíûé ðàñõîä ÑÆ ÷åðåç åäè-
íèöó øèðèíû íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè 
íàéäåì ïî âûðàæåíèþ: 

h

xQ V dy
1

2 2
0

= ∫ .  (18) 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13) â (18) è 
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì 

ïë

h
Q

2
1

2
22

= ×
η

 

( ) h
g h p1

02sin
3

⎡ ⎤⎛ ⎞
× ρ α − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
.  (19) 

á) Åñëè ( )xy y h
P p

1
2 01=

; , òî ÒÆ òå-

÷åò ñî ñäâèãîì ñëîåâ (ðèñ. 2). Ïðè 
ýòîì ñòåðæíåâîé ðåæèì òå÷åíèÿ âîç-
ìîæåí íà ðàññòîÿíèè y h0≥  îò ñòåí-

êè, ãäå ÒÆ òå÷åò ñî ñêîðîñòüþ V0 êàê 
êâàçèòâåðäîå òåëî. Èç óðàâíåíèÿ (10) 
íàéäåì h0 èç óñëîâèÿ, ÷òî Pxy=p01 ïðè 
y=h0: 

p
h h

g
01

0 sin
= −

ρ α
.  (20) 
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Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðåæèìà òå-
÷åíèÿ íàïèøåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ: 

ïðè y=h1 Vx2=V1; 
ïðè y=h1 Vx1=V1; 
ïðè y=h0 Vx1=V0. 
Ïîäñòàâëÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â 

(12) è ïðåîáðàçóÿ, ïîëó÷èì: 

( )

x y
ïë

ïë

hg y
V h hh

p
Sin y h

22
1

1 1
1

01
1

1

2 2

⎛ ⎞ρ
= − − + ×⎜ ⎟η ⎝ ⎠

× α − − +
η

 

ïë ïë

phg
hh Sin h

2
021

1 1
2 22

⎛ ⎞ρ
+ − α −⎜ ⎟η η⎝ ⎠

.  (21) 

( )

ïë

ïë

h hg
V hh hh

p
Sin h h

2 2
0 1

0 0 1
1

01
0 1

1

2 2

⎛ ⎞ρ
= − − + ×⎜ ⎟
η ⎝ ⎠

× α − − +
η

 

ïë ïë

phg
hh Sin h

2
021

1 1
2 22

⎛ ⎞ρ
+ − α −⎜ ⎟η η⎝ ⎠

.  (22) 

Îáúåìíûé ðàñõîä ÒÆ ÷åðåç åäè-
íèöó øèðèíû íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè 
íàéäåì ïî âûðàæåíèþ: 

( )
h

x
h

Q V h h V dy
0

1

1 0 0 1= − + ∫ .  (23) 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (23) âûðàæå-
íèÿ (21) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì 

( )

( )

ïë

ïë ïë

Q V h h

hh hhg
Sin

h h hh
hh h

p g
h h Sin

1 0 0

2 2
0 1

1

3 23
0 1 01

1 0

201
0 1

1 2

2 2

6 3 2

2

= − +

⎛ρ
+ α + −⎜
η ⎝

⎞
− − − + −⎟

⎠
ρ

− − + α ×
η η

 

 

( )h
h h h h1

0 1 12

⎛ ⎞
× − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )
ïë

p
h h h02

0 1 1
2

− −
η

. (24) 

Îáúåìíûé ðàñõîä ÑÆ è ñêîðîñòü 
îïðåäåëÿþòñÿ ïî (19) è (13). 

Åñëè òå÷åò ÒÆ áåç ñìàçêè (h1=0), 
òî èç (21), (22) è (24) ïîëó÷èì: 

( )x
ïë ïë

pg
V y h y Sin y01

1
1 1

2
2

ρ
= − α −

η η
; (25) 

( )
ïë

g
V h h h0 0 0

1

2
2

ρ
= − ×

η
 

ïë

p
Sin h01

0
1

× α −
η

;  (26) 

( )
ïë

hh hg
Q V h h

2 3
0 0

1 0 0
1 2 6

⎛ ⎞ρ
= − + − ×⎜ ⎟

η ⎝ ⎠
 

ïë

p
Sin h201

0
12

× α −
η

.  (27) 

Åñëè òå÷åò íüþòîíîâñêàÿ ÒÆ 
(p01=0) ñ êîýôôèöèåíòîì äèíàìè÷å-
ñêîé âÿçêîñòè µ1 (âìåñòî ïë1η ) áåç 

ãèäðîñìàçêè, òî èç (25), (24) è (27) ñ 
ó÷åòîì (20) èìååì: 

( )x

g
V y h y Sin1

1

2
2

ρ
= − α

µ
;  (28) 

g
Q h Sin3

1
13

ρ
= α

µ
;  (29) 

Ðèñ. 2
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g
V h Sin2

max
12

ρ
= α

µ
.  (30) 

Âûðàæåíèÿ (28) – (30) ñîãëàñóþòñÿ 
ñ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèé [2]. 
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