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Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ óñòîé÷èâîñòè ãîðíûõ âûðàáîòîê è âìå-
ùàþùåãî ìàññèâà. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîðíûå âûðàáîòêè, ïðèêîíòóðíûå ìàññèâû, óïðóãèå ñèñòåìû. 

Íåäåëÿ ãîðíÿêà 
 
 

ñåìè èññëåäîâàòåëÿìè ïîñòîÿííî ïîä÷åðêèâàåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ íåîäíî-
ðîäíîñòü ìàññèâà, âìåùàþùåãî ãîðíûå âûðàáîòêè. Â òîæå âðåìÿ, ïî-

ñòîÿííî ãîâîðÿ î íåîäíîðîäíîñòè ìàññèâà, ïðàêòè÷åñêè âñå àíàëèòè÷åñêèå ìîäå-
ëè ñâîäÿòñÿ ê ñóãóáî îäíîðîäíîìó ñëó÷àþ. À èìåííî, ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðå-
äåëåíèè ÍÄÑ âîêðóã âûðàáîòêè êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ñ ðàâíîìåðíûì îòïîðîì êðå-
ïè. Òàêîå ïîëîæåíèå âåùåé îáóñëîâëåíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, òðóäíîñòÿìè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû 
(Êóëîíà-Ìîðà, Òðåñêà è äð.), ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî 
ïîðÿäêà. Çàòåì äàííîå óðàâíåíèå ñ "óäîâîëüñòâèåì" ðåøàåòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè, çà-
÷àñòóþ ñëîæíûìè, íî, êàê ïðàâèëî, íå èìåþùèìè îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíîñòè äîïó-
ùåíèÿìè. Âñå ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò ñêîðåå îá óñïåõàõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ è 
ïðîöåäóð, íåæåëè óäîâëåòâîðÿåò ïîòðåáíîñòÿì ïðàêòèêè. Ïðè ýòîì îïòèìèñòè÷íî 
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå ïîëÿ íàïðÿæåíèé ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íî-
ñòüþ îïèñûâàþò ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ. 

Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïîïûòêè äîáèòüñÿ ñêîëüêî-íèáóäü ïðèåìëåìûõ ñîâïà-
äåíèé ðàñ÷åòíûõ äåôîðìàöèé (ñìåùåíèé) ïðèêîíòóðíîãî ìàññèâà ñ ôàêòè÷å-
ñêè íàáëþäàåìûìè ïðèâåëî ê ââåäåíèþ ìíîãî÷èñëåííûõ (è âîîáùå ãîâîðÿ, 
íåîïðàâäàííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìàòåðèàëîì) óñëîæíåíèé äåôîðìàöèîííîé 
ìîäåëè ñðåäû. Òàêèõ êàê ñíèæåíèå ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ãîðíûõ ïîðîä 
íà 1-2 ïîðÿäêà ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êîíòóðó âûðàáîòêè, óâåëè÷åíèþ êî-
ýôôèöèåíòîâ äèëàòàöèè è ò.ï., íå ñâÿçàííûõ íè ñ èñòîðèåé íàãðóæåíèÿ, íè ñ 
óðîâíåì âîçíèêàþùèõ íàïðÿæåíèé ïî îòíîøåíèþ ê ïðî÷íîñòè âìåùàþùåãî 
ìàññèâà. Ëèáî ýòî ñâÿçü âåñüìà òóìàííà è îïîñðåäîâàíà. Îäíàêî äàæå ââåäå-
íèå ýòèõ î÷åíü "ñèëüíûõ" äîïóùåíèé î ïîâåäåíèè ñðåäû â ïðåäåëüíîì è çàïðå-
äåëüíîì ñîñòîÿíèè "ïîìîãàåò îáúÿñíèòü" ñìåùåíèÿ êîíòóðà âûðàáîòêè ïîðÿä-
êà 50-100 ìì, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìûì â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ 500 ìì 
è áîëåå. Áîëåå òîãî, ïðè ïîñòðîåíèè äåôîðìàöèîííûõ ìîäåëåé èãíîðèðóåòñÿ 
òî ôàêò, ÷òî èñêàæåíèÿ êîíòóðà âûðàáîòîê äîñòèãàþò äåñÿòêîâ ïðîöåíòîâ è, 
ñîîòâåòñòâåííî, ïîñòðîåíèå ìîäåëåé â ðàìêàõ òåîðèè "ìàëûõ äåôîðìàöèé" 
ñòàíîâèòñÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå âïîëíå êîððåêòíûì. Äàííîå ïîëîæåíèå âå-
ùåé, òàêæå îáóñëîâëåíî òðóäíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Äåëî â òîì, 
÷òî ó÷åò ýòîãî ôàêòà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïîä-
âèæíûìè ãðàíèöàìè, ÷òî íå òîëüêî ìíîãî ñëîæíåå îáùåãî íåîäíîðîäíîãî ñëó-
÷àÿ, íî è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ ñîîáðàæåíèé î ôèçèêî-
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ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñðåäû â öåëîì è îöåíêå óñòîé÷èâîñòè óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèõ ñèñòåì.  

Ýôôåêò ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ìåäëåííî íàãðóæàå-
ìîé íåêîòîðûìè ñèëàìè, ñîñòîèò, êàê ïðàâèëî, â ïîÿâëåíèè òàêèõ âèäîâ äå-
ôîðìàöèé, êîòîðûå â èäåàëå íå ìîãóò âîçíèêíóòü áåç äåéñòâèÿ äîáàâî÷íîé 
ñèñòåìû âîçìóùàþùèõ ñèë. Åñòåñòâåííî ïîýòîìó, ÷òî â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ óñ-
òîé÷èâîñòè ëåæèò êîíöåïöèÿ ïðîá ìàëûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñèëàìè. Èíòóè-
òèâíî ÿñíî, ÷òî ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íóæíî ïðèçíàòü íåóñòîé÷èâîé, åñëè ïðè 
äåéñòâèè íè÷òîæíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñèë â íåé ìîãóò âîçíèêíóòü êîíå÷íûå 
äåôîðìàöèè âûïó÷èâàíèÿ. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè èñõîäèò èç 
óêàçàííîãî âûøå è ñîñòîèò ïî ñóùåñòâó â ñëåäóþùåì. Ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé 
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè ïðè äåéñòâèè êàê óãîäíî ìàëûõ âîçìó-
ùàþùèõ ñèë âîçíèêàþùåå âîçìóùåííîå äâèæåíèå áóäåò ðàñõîäÿùèìñÿ îò èñ-
õîäíîãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñ÷èòàåòñÿ óñòîé÷èâûì. 

Ïðÿìûå èññëåäîâàíèÿ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé ïðîñòåéøèõ óïðóãèõ êîíñò-
ðóêöèé è ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûé 
âûøå êðèòåðèé äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò ãðàíèöó óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé. Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè íàðÿäó ñ èñõîäíûì íåâîçìóùåííûì ñîñòîÿíèåì åñòü ðàâíî-
âåñíîå âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå, ïîääåðæèâàåìîå òåìè æå âíåøíèìè ñèëàìè, òî 
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì â òîì 
ñìûñëå, ÷òî îíî ðàçãðàíè÷èâàåò îáëàñòè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé 
óïðóãîé ñèñòåìû (èñõîäíàÿ ôîðìà êðèòåðèÿ Ýéëåðà).  

Êàê âèäíî èç óêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ, çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê èñ-
ñëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ. Îäíà-
êî ïîñêîëüêó ïðè äîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ â 
óïðóãèõ ñèñòåìàõ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîâåñíûõ 
ñîñòîÿíèé, âêëþ÷àþùèõ èñõîäíîå, òî ôîðìàëüíîñòü çàäà÷è òîëüêî âèäèìàÿ, à 
êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü â áèôóðêàöèîííîé ôîð-
ìå. Åñëè âîçìîæåí ðàâíîâåñíûé ïåðåõîä èç èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðîå 
äðóãîå (áèôóðêàöèÿ ðàâíîâåñèÿ) ïðè íåèçìåííûõ âíåøíèõ ñèëàõ, òî ñîñòîÿíèå 
óïðóãîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.  

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî îöåíêå óñòîé÷èâîñòè óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèõ ñèñòåì â îñíîâó îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñèë áûë ïîëîæåí òîò æå 
êðèòåðèé Ýéëåðà â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå. Ïðè ýòîì âî ãëàâó óãëà ñòà-
âèëîñü ðàçâèòèå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, à òðóäíîñòÿì, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ëîãè-
÷åñêîì îáîñíîâàíèè ïðèìåíèìîñòè äàííîãî êðèòåðèÿ â îáëàñòè óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, çà èñêëþ÷åíèåì, âîîáùå ãîâîðÿ, åäèíè÷íûõ ðàáîò 
âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ ìàëî. Òåì íå ìåíåå, ýòè òðóäíîñòè çíà÷èòåëüíû. Äåéñòâè-
òåëüíî, óæå òî ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå â óïðóãîñòè áûëî îïðàâäàííûì, ÷òî â 
èñõîäíîì ñîñòîÿíèè (óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ) îòñóòñòâóþò äåôîð-
ìàöèè âûïó÷èâàíèÿ, â ñèëó íåîáðàòèìîñòè äåôîðìàöèé ëþáîå âîçäåéñòâèå 
äîïîëíèòåëüíûõ ñèë ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé, è ïðàêòè-
÷åñêè òðóäíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ê ðàññìàòðèâàåìîìó ìîìåíòó îíè èñ÷åçíóò. Óêà-
çàííûå ñîîáðàæåíèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê ïðèíöèïèàëüíîé íåâîçìîæíîñòè ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïðè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ. Òî÷íåå, ê 
òðèâèàëüíîìó âûâîäó î òîì, ÷òî ëþáîå óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåò-
ñÿ íåóñòîé÷èâûì, ÷òî íå îòâå÷àåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Äàííûé ôàêò â ñêðûòîì 
âèäå íàøåë ñâîå îòðàæåíèå â öåëîì ðÿäå êàïèòàëüíûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ 
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ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ãîðíûõ âûðàáîòîê è âåðòèêàëüíûõ ñòâîëîâ, ãäå â êà÷å-
ñòâå êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: ïðî÷-
íîñòü âìåùàþùèõ ïîðîä â äâà è áîëåå ðàç âûøå, ÷åì âåðòèêàëüíîå äàâëåíèå. 
Äàííûé êðèòåðèé ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ âîçíèêíîâåíèÿ ïëàñòè÷å-
ñêîé çîíû âîêðóã êðóãëîé âûðàáîòêè ïðè ðåøåíèè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è 
ñ ïðÿìîëèíåéíîé îãèáàþùåé Êóëîíà – Ìîðà. Ïðè ýòîì ãëóáèíó ïîòåíöèàëüíî-
ãî âûâàëà ïðåäëîæåíî îïðåäåëÿòü êàê ðàçìåð çîíû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. 
Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå êðèòåðèè ïîïðîñòó íå ñîîòâåòñòâóþò ãîðíîé ïðàêòè-
êå, èáî èõ ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå 
ñëó÷àåâ íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå íàñòóïàåò ïðè ãëóáèíàõ áîëåå 400 – 600 ì 
(âåðòèêàëüíûå äàâëåíèÿ 10 – 15 ÌÏà), ïîñêîëüêó â ñëîèñòîé ïîðîäíîé òîëùå 
ïðàêòè÷åñêè âñåãäà âñòðå÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ñëîåâ ñ ïðî÷íîñòüþ 20 – 30 ÌÏà.  

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿñíî, ÷òî ïîñêîëüêó äëÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, 
òàêæå êàê è äëÿ óïðóãèõ, ñóùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ, âêëþ÷åííûå â íåïðåðûâíóþ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîâåñíûõ ñ ôèêñèðîâàííûìè âíåøíèìè ñèëàìè ñîñòîÿ-
íèé, òî âîçìîæíî â êàêîì-òî ñìûñëå ïåðåíåñåíèå áèôóðêàöèîííîãî êðèòåðèÿ 
Ýéëåðà â óïðóãî-ïëàñòè÷åñêóþ îáëàñòü. 

Áëàãîäàðÿ óñèëèÿì ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, Â.Ä.Êëþø-
íèêîâà è Þ.Í. Ðàáîòíîâà, â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî àíàëèçà âîçìóùåííûõ äâèæå-
íèé êîíêðåòíûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ñèñòåì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÿâëåíèå óïðó-
ãî-ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âîâñå íå ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè 
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êàê ýòî èìååò ìåñòî â óïðóãèõ òåëàõ, à åñòü ñëåäñòâèå 
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö òåëà â ïðîöåññå åãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Â 
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîèñêè ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñèë â îáëàñòè 
óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû íà îòûñêàíèå àíà-
ëîãà êðèòåðèÿ ýéëåðîâñêîãî òèïà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. 

Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î áèôóðêàöèè ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû âûäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñòà-
íîâÿòñÿ âîçìîæíûìè ðàçíûå, íî áåñêîíå÷íî áëèçêèå çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ïà-
ðàìåòðîâ, òî â ðàìêàõ ïëàñòè÷íîñòè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíàÿ âîçìîæ-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ. À èìåííî, ïðè 
ðàññìîòðåíèè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è â ïðèðàùåíèÿõ ìîæíî âûäåëèòü òà-
êèå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îòâå÷àþò íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé äëÿ ïðèðàùåíèé.  

Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü ðÿä çàìå÷àíèé. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ äåôîðìèðî-
âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö, òî óñòîé÷èâîñòü åñ-
òåñòâåííî ïîíèìàåòñÿ, êàê óñòîé÷èâîñòü áåñêîíå÷íî ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ. 
Îäíàêî â ïðîòèâîïîëîæíîñòü êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, 
õàðàêòåðíûì äëÿ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, íà ïåðâûé ïëàí âûñòóïàþò íå ñâîé-
ñòâà èíåðöèîííîñòè, à ïðèðîäà ñâÿçåé, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûñòóïàþò îïðåäå-
ëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè, ýêâèâàëåíòíûå â êàêîé-òî ìåðå ìåíÿþ-
ùèìñÿ ñâÿçÿì ñ ñóõèì òðåíèåì. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò îòêàçàòü-
ñÿ îò ïîñòóëàòà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äâè-
æåíèå ñèñòåìû â äàííûé ìîìåíò, îò òàêîâûõ â ëþáîé ïðåäûäóùèé êîíå÷íî 
óäàëåííûé ìîìåíò. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü 
ïîíÿòèå íåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ äàæå áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì ïî Ëÿïóíîâó 
ñïîñîáîì. Íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå, íà÷èíàÿ ñ äàííîãî ìîìåíòà, ÿâëÿåòñÿ íå-
óñòîé÷èâûì, åñëè èñ÷åçàþùåå ìàëîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â äàí-
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íûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèâîäèò ê êîíå÷íîìó èõ èçìåíåíèþ â ëþáîì ïîñëåäóþ-
ùåì êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîâåäåííûìè ðàññóæäåíèÿìè, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá óñ-
òîé÷èâîñòè ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä âîêðóã îäèíî÷íîé ïðîòÿæåííîé âûðàáîòêè 
â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå. Çîíà íåóïðóãèõ äåôîðìàöèé, îáðàçóþùàÿñÿ âîêðóã 
âûðàáîòêè, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ïëàñòè÷íîñòè Êóëîíà-Ìîðà ñ ïðÿìîëè-
íåéíîé îãèáàþùåé. Áóäåì èñêàòü ïîëÿ íàïðÿæåíèé âîêðóã âûðàáîòêè, èçíà-
÷àëüíî êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, êîíòóð êîòîðîé ïîäâåðæåí îïðåäåëåííûì âîçìóùå-
íèÿì. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó êîíòóð âûðàáîòêè ïîòåðÿë ñèììåòðè÷íîñòü, òî ñ 
íåîáõîäèìîñòüþ ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé îò ïîëÿðíîãî óãëà θ.  

Èòàê, óðàâíåíèå ïëàñòè÷íîñòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä: 

( ) ( )2 22 24 sin 2r r r Kctgθ θ θσ σ τ ρ σ σ ρ− + = + + , (1) 

ãäå Ê – ñöåïëåíèå ãîðíûõ ïîðîä; ρ – óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ; σr, σθ, τrθ – ðà-
äèàëüíûå, òàíãåíöèàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ è ïðåäñòàâëÿåìûå ÷åðåç ôóíêöèþ íàïðÿæå-
íèé Ô(r, θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

2

2 2

1 1
r r r r

σ
θ

∂Φ ∂ Φ
= +

∂ ∂
      

2

2rθσ
∂ Φ

=
∂

       
1

r r rθτ θ
∂ ∂Φ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ñîñòîÿíèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå "áëèçêèå" îä-
íîðîäíîìó ñèììåòðè÷íîìó ñëó÷àþ, ãäå ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé èìååò ñòåïåííîé 
âèä, òî ðåøåíèå (1) áóäåì èñêàòü â âèäå: 

( ) ( )
2

,
2
rr r f Kctgαθ θ ρΦ = +  

Òîãäà (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 1 sin if f i f f f e θϕα α θ θ α θ ρ α θ θ⎡ ⎤′′ ′ ′′⎡ ⎤− − − − = +⎣ ⎦⎣ ⎦ , (2) 

ãäå ϕ(θ) – íåèçâåñòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. 
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(θ) – òàêæå âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íåëèíåéíîå äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2

2

2 sin cos

2 1 sin sin

f f f f

f f f

α α θ θ ρ ϕ θ α θ θ

α θ ρ ϕ θ α θ θ

⎧ ′′ ′′⎡ ⎤− − = +⎪ ⎣ ⎦
⎨

′ ′′⎡ ⎤− − = +⎪ ⎣ ⎦⎩
  (3) 

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàì óäàñòñÿ íàéòè âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) 
è òàêîé âîçìóùåííûé êîíòóð íà êîòîðîì áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ óñëîâèå ðà-
âåíñòâà íóëþ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, òî ìû ïîëó÷èì èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå 
ïîëåé íàïðÿæåíèé âîêðóã âûðàáîòêè. 

Îïóñêàÿ äîñòàòî÷íî îáúåìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàïèøåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ. 

( ) ( )( ) ( )( )
2

2 21 sin cos 2 1 sin cos cosf
α

θ ρ ϕ θ ρ ϕ θ α ρ
−

= + + − , (4) 

ãäå ϕ(θ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì: 
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( ) ( )

( )

( )

( )2

2 2 22 ;
1 sin 1 sin

2 2 22ln ;
2 2 cos 1 sin 1 sin

2
1 2 ;

2sin 2 1 sin
1 2

2sin 2 1 sin

wtg
arctg if

v v

wtg v
if

v wtg v

ctg if

tg if

ϕ θ

α
ρ ρ

ϕ θ

α
ϕ θϕ θ θ α ρ ρ ρ

ϕ α
ρ ρ

ϕ α
ρ ρ

⎧
⎪ ⎛ ⎞

∉⎪ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠⎪
⎪
⎪ − ⎛ ⎞⎪ ∈⎪ ⎜ ⎟= + − × + −⎨ ⎝ ⎠+⎪
⎪
⎪ =⎪ −
⎪
⎪ =⎪ +⎩

, (5) 

ãäå 2 2cos 4 4 cosv ρ α α ρ= − +      ( ) 22 1 sin cosw ρ α ρ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  

Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ â ìàññèâå ïðèìóò âèä: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
2 2 2

2
2 2 2

2
2 2 2

1 sin cos 2 1 sin cos cos

1 sin cos 2 1 sin cos cos

sin sin 2 1 sin cos cos

r

r

Cr Kctg

Cr Kctg

Cr

α
α

α
α

θ

α
α

θ

σ ρ ϕ θ ρ ϕ θ α ρ ρ

σ ρ ϕ θ ρ ϕ θ α ρ ρ

τ ρ ϕ θ ρ ϕ θ α ρ

−
−

−
−

−
−

⎧
= − + − −⎪

⎪
⎪ = + + − −⎨
⎪
⎪ = + −⎪⎩

 (6) 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà ïîêàçàòåëü 
ñòåïåííîé ôóíêöèè α ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåííîé ôóíêöèè â ñëó÷àå 
îäíîðîäíîé îñåñèììåò-
ðè÷íîé çàäà÷è. À èìåííî 

( ) 12 1 sinα ρ −= − . Çàìå-

òèì, ÷òî ïðè äàííîì çíà-
÷åíèè α ïîìèìî òðèâèàëü-
íîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñò-
âóþùåãî ñëó÷àþ ϕ(θ) = 0 è 
îïèñûâàþùåãî îäíîðîä-
íóþ îñåñèììåòðè÷íóþ çà-
äà÷ó, ðåøåíèÿ êîòîðîé 
èìåþò âèä: 

( ) ( )( )2 21 ; 1 1 ; 0r rKctg r Kctg rα α
θ θσ ρ σ ρ α τ− −= − = − − =

, (7) 

 

 

 
Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè 
θ(ϕ) 
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ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî 
öåëàÿ ñåðèÿ ðåøåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ ñëó÷àé âîçìó-
ùåííîãî êîíòóðà è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôóíêöèè ϕ(θ) 
îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì 
ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíå-
íèåì: 

( ) ( ) ( )1 sin 2
2

ctg
ϕ θ

ϕ θ ρ θ+ + =  

       (8) 
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû 

ãðàôèêè îáðàòíîé ôóíê-
öèè θ(ϕ) äëÿ ðàçëè÷íûõ óã-

ëîâ âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. 
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ θ(ϕ) èçìåíÿåòñÿ îò -∞ äî +∞ è èìååò îñü ñèììåòðèè ó = π, 
òî óðàâíåíèå (8) îïðåäåëÿåò ïîëóáåñêîíå÷íûé ðÿä ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕn(θ), ïî-
ëó÷àåìûé ïóòåì ñêëåéêè çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ(θ) íà îòðåçêàõ θ∈[πn;π+πn]∪[–π–
πn;–πn] äëÿ âñåõ öåëûõ n îò 0 äî ∞. 

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åí öåëûé êëàññ ðåøåíèé çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ïî-
ëåé íàïðÿæåíèé ïðè âîçìóùåíèè êîíòóðà âûðàáîòêè êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, îïðå-
äåëÿåìûé ñèñòåìîé (6) ïðè ïîäñòàíîâêå ôóíêöèé ϕ n(θ): 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

22
1

22
1

22
1

1 sin cos sin 0.5

1 sin cos sin 0.5

sin sin sin 0.5

n
r n n

n
n n

n
r n n

C r Kctg

C r Kctg

C r

αα

αα
θ

αα
θ

σ ρ ϕ θ ϕ θ ρ

σ ρ ϕ θ ϕ θ ρ

τ ρ ϕ θ ϕ θ

−−

−−

−−

⎧ = − ⋅ −⎪
⎪

= + ⋅ −⎨
⎪
⎪ = ⋅
⎩

 (9) 

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∞(θ) ãåíåðèðóåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (7), ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Äàëåå, ïî ìåðå ðàçâèòèÿ 
äåôîðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ãîðíîãî äàâëåíèÿ è 
ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ âìåùàþùèõ ïîðîä, ìàññèâ âîêðóã âûðàáîòêè 
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò äèñêðåòíûé ïîëóáåñêîíå÷íûé ðÿä ðàâíîâåñíûõ 
ñîñòîÿíèé, îòâå÷àþùèé ãëàäêèì îäíîçíà÷íûì ôóíêöèÿì ϕn(θ) ïðè èçìåíåíèè 
n îò ∞ äî 1. È, íàêîíåö, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåõàíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, 
äîñòèãàåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå âìåùàþùåãî ìàññèâà, ñîîòâåòñòâóþùåå 
ôóíêöèè ϕ 0(θ), êîòîðîå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ. Äåëî â 
òîì, ÷òî ϕ 0(θ) íà èíòåðâàëå [minφ; maxφ] òåðÿåò ñâîéñòâî îäíîçíà÷íîñòè (ñì. 
ðèñ. 1) è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî âûäåëèòü òàêèå çíà÷åíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ 
êîíòóðà âûðàáîòêè, êîòîðûå îòâå÷àþò íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû 
óðàâíåíèé ïëàñòè÷íîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ òàêîå 

 
 

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ðà-
äèàëüíûõ íàïðÿæåíèé 
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âîçìóùåíèå êîíòóðà âûðàáîòêè, ïðè êîòîðîì ïðè íåèçìåííûõ âíåøíèõ ïàðà-
ìåòðàõ íàãðóæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïåðåõîä èç ñëîæèâøåãîñÿ íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ìàññèâà â íåêîòîðîå äðóãîå, òî åñòü ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà áèôóðêà-
öèè. 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé â ìàññèâå ïðè 
r = 1 äëÿ óãëîâ âíóòðåííåãî òðåíèÿ 200, 150. Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ â óçêîì 
äèàïàçîíå çíà÷åíèé óãëîâ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîì 14–160 ïîÿâëÿþòñÿ íå ìå-
íåå äâóõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó è òîìó æå äåôîðìè-
ðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ. 

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ, ïðè êàêîì èìåííî âîçìóùåíèè êîíòóðà âûðà-
áîòêè âîçìîæíî ïîÿâëåíèå òî÷êè áèôóðêàöèè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì óñëîâèå 
ðàâåíñòâà 0 íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíòóðå âûðàáîòêè. Òîãäà ôóíêöèÿ 
r(θ), îïðåäåëÿþùàÿ êîíòóð íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé:  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

22
1 0 01 sin cos 2 sin 0.5 0C r Kctg

r r tg

αα θ ρ ϕ θ ψ θ ϕ θ ρ

θ θ ψ θ

−−⎧ − − ⋅ − =⎪
⎨
′ = −⎪⎩

, (10) 

ãäå ψ(θ) – óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê êðèâîé è ïîëÿðíûì ðàäèóñ-âåêòîðîì r(θ). 
Íà ðèñ. 3, 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñìåùåíèÿ êîíòóðà âûðàáîò-

êè ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè äëÿ óãëà âíóòðåííåãî òðåíèÿ ρ=200 ñîâìåñòíî ñ 
îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ (íåâîçìóùåííûì êîíòóðîì). 

Îòìåòèì, òàêæå ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, ñî-
îòâåòñòâóþùåì îäíîðîäíîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷å ïîëÿ íàïðÿæåíèé âåñüìà 
÷óâñòâèòåëüíû ê ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âìåùàþùåãî ìàññèâà, â ÷à-
ñòíîñòè, ê óãëó âíóòðåííåãî òðåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè åãî èçìåíåíèè îò 20 äî 300 
íà ðàññòîÿíèè îò êîíòóðà ðàâíîì ðàäèóñó âûðàáîòêè íàïðÿæåíèÿ èçìåíÿþòñÿ â 3 

    
 
Ðèñ. 3. Èñêàæåíèå êîíòóðà âûðàáîò-
êè ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè 

 Ðèñ. 4. Âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíûõ ñìå-
ùåíèé êîíòóðà âûðàáîòêè ïðè äîñòè-
æåíèè òî÷êè áèôóðêàöèè 
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ðàçà, òî ïîëó÷åííûå ðåøå-
íèÿ, íàîáîðîò, äåìîíñòðè-
ðóþò âûñîêóþ ñòåïåíü óñ-
òîé÷èâîñòè. Íà ðèñ. 5 ïðåä-
ñòàâëåíà äèàãðàììà ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ïîøàãîâîãî 
äåôîðìèðîâàíèÿ êîíòóðà 
âûðàáîòêè âïëîòü äî ïîòåðè 
óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ 
óãëîâ âíóòðåííåãî òðåíèÿ. 

Ïðîâåäåííàÿ ñåðèÿ 
ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ 
ãåîìåõàíè÷åñêèõ óñëîâèé 
ïîêàçûâàåò, ÷òî îòíîñè-
òåëüíîå âîçìóùåíèå êîíòó-
ðà âûðàáîòêè, ïðè êîòî-
ðîì íàñòóïàåò ïîòåðÿ óñ-
òîé÷èâîñòè, ñîñòàâëÿåò 12 
– 18%.  

Âûâîäû 
1. Êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðó, ïðåäëîæåí íîâûé ñòðîãèé ïîäõîä ê ïîíÿ-

òèþ óñòîé÷èâîñòè ãîðíûõ âûðàáîòîê è âìåùàþùåãî ìàññèâà. 
2. Ïîëó÷åí äåôîðìàöèîííûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ãîðíûõ âûðàáîòîê, 

êîòîðûé ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîòíÿìè ïðÿìûõ íàáëþäåíèé çà äåôîðìèðîâàíèåì 
êîíòóðà âûðàáîòîê, ïðîâåäåííûõ ðàçëè÷íûìè èññëåäîâàòåëÿìè, ãäå ïîòåðÿ 
óñòîé÷èâîñòè íàáëþäàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè ñìåùåíèé ïîðÿäêà 200-500ìì, 
÷òî ïðè ïëîùàäè ñå÷åíèÿ âûðàáîòêè îò 10 äî 18 ì2 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ 
ïðåäëîæåííûì êðèòåðèåì. 

3. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ìàññèâ ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïðîõîäèò äèñêðåòíûé ðÿä ñîñòîÿíèé, îòâå÷àþùèõ îïðåäåëåííîìó ñî-
îòíîøåíèþ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàññèâà è óðîâíþ ãîðíîãî 
äàâëåíèÿ. 

4. Èç ïðîâåäåííûõ ïîñòðîåíèé ñëåäóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà ÿñíûõ, äî-
âåäåííûõ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ 
ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ãîðíûõ âûðàáîòîê ïóòåì òî÷å÷íûõ âîçäåéñòâèé. À 
èìåííî, óêðåïëåíèå ëîêàëüíûõ îáëàñòåé ìàññèâà, íàïðèìåð, àíêåðîâàíèåì 
è ïåðåðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîëîñòåé îñëàá-
ëåíèÿ.  

 
 
 

 

 
 
Ðèñ. 5. Îòíîñèòåëüíîå ïîøàãîâîå ñìåùåíèå êîíòóðà 
âûðàáîòêè 
 

 
Äðèáàí Â.À. – äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê, ÓêðÍÈÌÈ, ã. Äîíåöê, Óêðàèíà 
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