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ÑÎÑÒÎßÍÈß ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÑÒÅÉ  
Â N-ÑËÎÉÍÎÉ ÑÐÅÄÅ 

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûâîäó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äâóìåðíîé ïðÿìîé çàäà-
÷è äëÿ ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ â äèíàìè÷åñêîì âàðèàíòå è ñîâìåñòíîìó àíàëèçó 
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äâóìåðíûõ çàäà÷ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî è ñåéñìè-
÷åñêîãî ïîëÿ 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîôèçè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ñèíãóëÿðíûå èñòî÷íè-
êè, ñåéñìè÷åñêèå ïîëÿ, ñòðóêòóðû ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåä 

Ñåìèíàð № 2 
 
 

 ñâÿçè ñ óñëîæíåíèåì ðåøàåìûõ ãåîëîãè÷åñêèõ è ãåîìåõàíè÷åñêèõ çà-
äà÷ âñå áîëåå àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ êîìïëåêñíûõ 

ìåòîäèê èññëåäîâàíèÿ. Ïðè êîìïëåêñèðîâàíèè ãåîôèçè÷åñêèõ ìåòîäîâ íåîá-
õîäèìî ïðîñòðàíñòâåííîå ñîâìåùåíèå ñèñòåì íàáëþäåíèÿ è ñîçäàíèå åäèíûõ 
èíòåðïðåòàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Â Èíñòèòóòå ãåîôèçèêè ÓðÎ ÐÀÍ ðàçðàáîòà-
íà åäèíàÿ 3-D ìåòîäèêà íàáëþäåíèé c èñïîëüçîâàíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ è 
ñåéñìè÷åñêèõ ïîëåé (â äèíàìè÷åñêîì ÷àñòîòíî-ãåîìåòðè÷åñêîì âàðèàíòå), îïè-
ðàþùàÿñÿ íà åäèíóþ êîíöåïöèþ òðåõýòàïíîé èíòåðïðåòàöèè [1–4], êîòîðàÿ 
âêëþ÷àåò â ñåáÿ åäèíóþ ñèñòåìó âåêòîðíûõ íàáëþäåíèé ñåéñìè÷åñêèõ è ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Èñïîëüçóþòñÿ ëîêàëüíûå êîíòðîëèðóåìûå èñòî÷íèêè 
âîçáóæäåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: a) åäèíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ íîðìàëüíîãî ïîëÿ, á) îòñóòñòâèå îäíîé èëè íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò â èçìå-
ðÿåìîì ïîëå â ñëó÷àå êâàçèñëîèñòîé ñðåäû. Íàìè ðåàëèçîâàí âàðèàíò âîçáóæ-
äåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âåðòèêàëüíûì ìàãíèòíûì äèïîëåì è ñåéñìè÷å-
ñêîãî ïîëÿ âåðòèêàëüíîé ñèëîé. Åäèíûé ïîäõîä â èíòåðïðåòàöèè ðåàëèçîâàí 
äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáîòàííûõ âõîäíûõ äàííûõ: ñåéñìè÷åñêèå äàííûå ïå-
ðåâîäÿòñÿ èç âðåìåííîé îáëàñòè â ÷àñòîòíóþ ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ 
Ëàïëàñà (äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà), à ýëåêòðîìàãíèòíûå äàííûå – ïî-
ñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòîòû) [2]. 

Ïðè ïðîâåäåíèè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàìêàõ åäèíîé ìåòîäèêè âîç-
íèêàåò âîçìîæíîñòü êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñîïîñòàâèìîñòè èíôîðìàöèè ïî 
ðàçëè÷íûì ïîëÿì î ñòðîåíèè è ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñðåäû, êîòîðàÿ ñëåäóåò 
èç êðèòåðèÿ ïîäîáèÿ ñèñòåì íàáëþäåíèé. Â ðàáîòå [5] èçëîæåíû òåîðåòè÷å-
ñêèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ òàêîãî êðèòåðèÿ è àëãîðèòìû åãî îïðåäåëåíèÿ äëÿ 
íîðìàëüíûõ ïîëåé â ñðåäàõ áåç âêëþ÷åíèé.  

Â ðàáîòå [6] èçëîæåíà èäåÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ ïîäîáèÿ äëÿ 
ñåéñìè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé îò ñèíãóëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ, ýêâèâà-
ëåíòíûõ ïðîÿâëåíèþ èñêîìîãî ëîêàëüíîãî îáúåêòà â ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëÿõ. 

Â 
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Ïðè ýòîì îáúåêò â ñåéñìè÷åñêîì ïîëå àïïðîêñèìèðóåòñÿ òî÷å÷íîé ãîðèçîí-
òàëüíî äåéñòâóþùåé ñèëîé, ïîãðóæåííîé â n-ñëîéíîå èçîòðîïíîå óïðóãîå ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî, â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå – ýòî ãîðèçîíòàëüíûé ìàãíèòíûé 
äèïîëü, ïîãðóæåííûé â n-ñëîéíîå èçîòðîïíîå ïðîâîäÿùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî. 
Âûáîð ñèíãóëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿëñÿ ïîäîáèåì ìîðôîëîãèé ñîçäàâàå-
ìûõ èìè ïîëåé ïðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè ìîìåíòîâ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî è ñåéñìè÷åñêîãî ñèíãóëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ. Ðàçðàáîòàí èòåðàöè-
îííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî è ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè óñ-
ëîâèè ðàñïîëîæåíèÿ àíîìàëüíûõ èñòî÷íèêîâ â ïðîèçâîëüíîì ñëîå n-ñëîéíîé 
ñðåäû [7–9]. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ âûáîðà êðèòåðèåâ êîì-
ïëåêñèðîâàíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñëîæ-
íî ïîñòðîåííûõ ñðåä. 

Çàäà÷à î äèôðàêöèè çâóêà íà äâóìåðíîé óïðóãîé íåîäíîðîäíîñòè, 
ðàñïîëîæåííîé â j-îì ñëîå n-ñëîéíîé ñðåäû 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèôðàêöèè çâóêà íà äâóìåðíîé óïðóãîé íåîäíîðîäíî-
ñòè, ðàñïîëîæåííîé â j-îì ñëîå n-ñëîéíîé ñðåäû. Ýòó çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ïîäõîä, èçëîæåííûé â ðàáîòå [10]. Ìàññîâûå ñèëû áóäåì ñ÷èòàòü ïî-
òåíöèàëüíûìè è ñîñðåäîòî÷åííûìè â ïåðâîì ñëîå n-ñëîéíîé ñðåäû. Ïëîñêîñòü 
ÕÎY ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé ïëîñêîñòüþ 1-ãî ñëîÿ, z=0. Îñü OZ íàïðàâëåíà âåð-
òèêàëüíî âíèç. Îáðàçóþùèå äâóìåðíîé íåîäíîðîäíîñòè â âèäå öèëèíäðà ïðî-
èçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ íàïðàâëåíû âäîëü îñè ÎY. Ïîëîæèì µ=0, òîãäà â êàæäîì 
èç ñëîåâ âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ïðÿìîé äè-
íàìè÷åñêîé çàäà÷è ñåéñìèêè [11], ïðåîáðàçîâàííîå ê âèäó: 

2
1 2 ( ); ;

( ) ;
2

i i i i

i
i i

i

k f M u grad

f M

ϕ ϕ π ϕ
σ
πλ

∆ + = − =

= Φ  (1)
 

ãäå i =1,…n, Фi = Ф-ïîòåíöèàë ìàññîâûõ ñèë, ïðè i =1, ïðè i ≠1 Фi =0, σi-
ïëîòíîñòü i-ãî ñëîÿ, λi-ìîäóëü óïðóãîñòè Ëàìý, u - âåêòîð ñìåùåíèÿ. Âîëíîâîå 
÷èñëî â i-îì ñëîå ðàâíî ñîãëàñíî [11]: 

2 2 2
1 1 ;i
i

i

k k σω
λ

= =  (2)
 

ãäå ω  - êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. 
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:  

1( ) ik M k=  – âîëíîâîå ÷èñëî â ñëîèñòîé ñðåäå, i=1,…,n è 

1( )
( )

ji C

C

k при M S
K M

k M при M S

∈⎧⎪= ⎨
∉⎪⎩

 (2’) 

2 2
1 ;ji

ji
ji

k
σ

ω
λ

=  

èíäåêñ ji îáîçíà÷àåò ñâîéñòâà ñðåäû, âíóòðè íåîäíîðîäíîñòè SC. 
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Â îáùåì ñëó÷àå â ïðîèçâîëüíîì ñëîå èëè âíóòðè íåîäíîðîäíîñòè óðàâíå-
íèå (1) ñ ó÷åòîì (2) è (2’) áóäåò èìåòü âèä:  

2 ( ) 2 ( );i i iK M f Mϕ ϕ π∆ + = −  (3) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñðåäå áåç ðàçðûâîâ çàêëþ÷àþùèåñÿ â íåïðåðûâíîñòè 
âåêòîðà ñìåùåíèÿ è òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ñîãëàñíî [11], íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà 
èìåþò âèä: 

1

2 2
1 1 1

2 2

2
0

0 ; ;

( ) ( ) 0 ;

( ) ( ) ;

( ) 0;

i

i

i i
z L

ji ja

i i i i i i z L

ji ja

z

z z n n

Ф Ф

Ф Ф

Ф

ϕ ϕ ϕ ϕ

σ ω ϕ σ ω ϕ

σ ω ϕ σ ω ϕ

σ ω ϕ

+
∈

+ + + ∈

=

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ =⎣ ⎦

 (4) 

èíäåêñ ji – îáîçíà÷àåò çíà÷åíèÿ , ,σ ϕ Φ  íà ãðàíèöå íåîäíîðîäíîñòè ñ âíóò-

ðåííåé ñòîðîíû, jа – ñ âíåøíåé ñòîðîíû ãðàíèöû íåîäíîðîäíîñòè, êîòîðàÿ 
ðàñïîëîæåíà â j-îì ñëîå L-ãðàíèöà ðàçäåëà ñëîÿ, ñ èíäåêñîì i – ñî ñòîðîíû i-ãî 
ñëîÿ, ñ èíäåêñîì i+1 – ñî ñòîðîíû (i+1)-ãî ñëîÿ. 

Óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñîãëàñíî [11] èìåþò âèä: 

1(1), ( i ) (1)i
i ir grad O r k o

r
ϕϕ ϕ∂

= − =
∂

 (5) 

Ïóñòü: 0
i i iϕ ϕ ϕ= − , (6) 

ãäå i=1,…j,ji,…,n, 0
iϕ - ïîòåíöèàë íîðìàëüíîãî ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ â ñëîèñòîé 

ñðåäå â îòñóòñòâèå íåîäíîðîäíîñòè: 0 0
ji iϕ ϕ= è 

0 2 0
1 2 ( );i i i ik f Mϕ ϕ π∆ + = −  (7) 

0 0
2 0 2 01

1 1 10 ; ( ) ( ) 0 ;
i i

i i
z L i i i i i i z LФ Ф

z z
ϕ ϕ σ ω ϕ σ ω ϕ+

∈ + + + ∈

∂ ∂ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + − + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂
 (8) 

íà êîíòóðå íåîäíîðîäíîñòè 0ϕ è 
0

n
ϕ∂
∂

 íåïðåðûâíû. 

 iϕ - ïîòåíöèàë àíîìàëüíîãî ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðûé, êàê ëåãêî ïîêà-

çàòü ñ ó÷åòîì (2’,3 è 7), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: 
2 2 2 0( ) ( ( ) ( )) ;i i iK M K M k Mϕ ϕ ϕ∆ + = − −  (9) 

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: 

1

2 2
1 1

0 ; ;

0 ;

i

i

i i
z L

ji ja

i i i i z L

z z n n
ϕ ϕ ϕ ϕ

σ ω ϕ σ ω ϕ

+
∈

+ + ∈

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (10)  

íà êîíòóðå íåîäíîðîäíîñòè: [ ] [ ] 0( )ja jija ji
σϕ σϕ σ σ ϕ− = −  (10’)  
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Ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ 0( , )SpG M M  îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðå-

øåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è: 
2 0 0( , ) 2 ( );Sp Spi i

G k G M M M Mπδ∆ + = − −  (11)  

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: 

, , 1 2
0

2 2
, 1 , 1

0 ; 0;

0 ;

i

i

Sp i Sp i
z L Sp z

i Sp i i Sp i z L

G G
G

z z
G G

σω

σ ω σ ω

+
∈ =

+ + ∈

∂ ∂
⎡ ⎤− = =⎣ ⎦∂ ∂

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (12) 

íà êîíòóðå íåîäíîðîäíîñòè 0( , )SpG M M è 
0( , )SpG M M

n
∂

∂
 íåïðåðûâíû. 

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà [10] äëÿ ôóíêöèé iϕ è 0( , )SpG M M äëÿ êàæäîãî 

ñëîÿ n-ñëîéíîé ñðåäû ïðè i≠j: 
 

1

, , 1
, 1

0 0
1

, 1 1 0

( ) (

2 ( ) при
)

0 при

i i

Sp i Sp ii
i Sp i i i

L L

i ii
Sp i i

i

G G
G dl

n n n

M M S
G dl

n M S

ϕϕ ϕ

πϕϕ
+

+
+

+
+ +

∂ ∂∂
− − −

∂ ∂ ∂

⎧ ∈∂
− = ⎨∂ ∉⎩

∫ ∫
 (13) 

Ïðè i=j: 

1

, , 1 1
, 1 , 1 1

0 0
,

, 0

( ) ( )

2 ( ) при
( )

0 при

i j

ja

Sp j j Sp j j
j Sp j j j Sp j j

Lj L

Sp j ja j j C
ja Sp j ja

j CC

G G
G dl G dl

n n n n

G M M S S
G dc

M S Sn n

+

+ +
+ + +

¶ ¶ ¶ ¶
- - - +

¶ ¶ ¶ ¶

мп¶ ¶ О -п+ - = нп П -¶ ¶ по

т т

т

% %
% %

% %
%С

j j
j j

j pj
j

 (14) 

Äîìíîæèì âûðàæåíèÿ (13) è (14) íà σi è ñëîæèì èõ ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñ-
ëîâèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì: 

0 0 0
,

, 0

( ) ( ) при
( )

0 при2
j Sp j ja j C

ja Sp j
j CC

G M M M S S
G dc

M S Sn n
s j s j

j
p

мп¶ ¶ О -п- = нп П -¶ ¶ по
т

% %
%С  (15) 

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ôóíêöèé jiϕ è 0
, ( , )Sp jG M M äëÿ âíóòðåííî-

ñòè îáëàñòè Sc, ñ ó÷åòîì (3), (7), (9), (11) ïîëó÷èì: 
2 2

1 1 0
,

0 0
,

, 0

( ) ( , )
2

( )  при 1 ( )
2 0 при 

C

ji j
Sp j M

S

Sp j ji C
ji Sp j
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M G M M d

G M M S
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n n M S

-
-

м¶ ¶ п Оп- - = нп¶ ¶ Ппо

тт

т
% %

%С

j t
p

j j
j

p

               (16) 
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Äîìíîæèì (16) íà jiσ è ñëîæèì ñ (15), c ó÷¸òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîí-

òóðå íåîäíîðîäíîñòè ïîëó÷èì: 
2 2

1 1 ,0 0
,

0
0 0

, ,

( ) ( )
( ) ( , ) ( )

2 2

( ) ( )
( ) ( )

2 2

C

ji ji j ja ji Sp j
Sp j M

S C

ja ji ja ji
Sp j Sp j

C C

k k G
M G M M d M dc

n

G dc G dc M M
n n

- - ¶
+ -

¶

- -¶ ¶- - =
¶ ¶

тт т

т т %

С

С С

s s s
j t j

p p

s s s sj j s j
p p

(17) 

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì [10]: 

0
,0

,

0 0 0

0

( ) ( )( ( ) )
2

( ) ( )при 
0при 

ja ji Sp j
Sp j

C

ja ji C

C
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M M S
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- ¶ ¶- =
¶ ¶

мп - Оп= нп Ппо

тС
s s jj

p

s s j
 (18) 

Òîãäà (17) ñ ó÷åòîì (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: 
2 2

1 1 0 0 0
,

0 0
,

2 2
1 1 0 0 0

,0

0 0
,0

( )
( ) ( , ) ( )

2

( )
( ) при

2

( )
( ) ( , ) ( )

( )2

( )
( ) при

( )2

C

C

ji j ja
Sp j M

jiS

ja ji
Sp j C

ji C

ji ji j
Sp j M

S

ja ji
Sp j C

C

k k
M G M M d M

G dc M M S
n

k k
M G M M d M

M

G dc M M S
M n

-
+ -

- ¶- = О
¶

-
+ -

- ¶- = П
¶

тт

т

тт

т

С

С

s
j t j

p s

s s j j
s p

s
j t j

s p

s s j j
s p

 (20) 

Òàêèì îáðàçîì, ðåøèâ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è îïðåäåëèâ 
ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âåêòîðà óïðóãèõ ñìåùåíèé âíóòðè íåîäíîðîäíîñòè, 
ìû ìîæåì, èñïîëüçóÿ âòîðîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îïðå-
äåëèòü ïîòåíöèàë âåêòîðà óïðóãèõ ñìåùåíèé â ëþáîì ñëîå, çàòåì èñïîëüçóÿ 
ñîîòíîøåíèå (1), âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà óïðóãèõ ñìåùåíèé â ëþáîì 
ñëîå. 

Ñîïîñòàâëåíèå àëãîðèòìîâ äëÿ ñåéñìè÷åñêîãî (äèôðàêöèÿ çâóêà) è 
ýëåêòðîìàãíèòíîãî äâóìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (í-ïîëÿðèçàöèÿ) 

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðàìêàõ òîé æå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè. Ýòîò ñëó÷àé 
ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ñ âîçáóæäåíèåì ïëîñêîé âîëíîé Í-ïîëÿðèçàöèè, ðå-
øåíèå êîòîðîé ïðèâåäåíî â ðàáîòå [10]. Ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó, àíàëî-
ãè÷íî (20): 
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2 2
0 0

2 2 2
0 0 0

2 2

2 0 2 2
0 0

2

2 0 2 2
0 0 0

2 2

( ) ( ) ( , )
2

( ) ( ) при
2

( )( )
( ) ( ) ( , )

2

( )( )
( ) ( ) при

2

C

C

ji j
x x m M

S

ji j jim
x x C

j jC

ji j
x x m M

ji S

ji j m
x x C

ji j C

k k
H M H M G M M d

k k kGH M dc H M M S
k n k

k M k k
H M H M G M M d

k

k M k k GH M dc H M M S
k k n

-
= +

- ¶+ + О
¶

-
= +

- ¶+ + П
¶

тт

т

тт

т

С

С

t
p

p

t
p

p

 (21) 

Çäåñü 2 0 0 7 0
0 0

гн( ) i ( ) , 4 10 , ( )
м

k M M Mωµ σ µ π σ−= = - ïðîâîäèìîñòü â òî÷êå 

M0.; i – ìíèìàÿ åäèíèöà, 0( )xH M  – ñóììàðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ, 0 0( )xH M  – ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëîèñòîé ñðåäû â îòñóòñòâèå 

íåîäíîðîäíîñòè. 2 2
0 0i , iji ji i ik kωµ σ ωµ σ= = , jiσ -ïðîâîäèìîñòü âíóòðè íåîä-

íîðîäíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â j-îì ñëîå, iσ - ïðîâîäèìîñòü i-ãî ñëîÿ n-

ñëîéíîé ñðåäû. Ôóíêöèÿ Ãðèíà 0( , )mG M M â âûðàæåíèÿõ (21) óäîâëåòâîðÿåò 

óðàâíåíèþ àíàëîãè÷íîìó (33) ñ 2 2( ) ik M k= , ââåäåííîìó âûøå. Ãðàíè÷íûå óñ-

ëîâèÿ ñîñòîÿò â íåïðåðûâíîñòè ñàìîé ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñëîåâ, 
îäíàêî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ åå òåðïèò ðàçðûâ âèäà: 

1
2 2

1

1 1 0;
i

mi mi
z L

i i

G G
k n k n

+
=

+

∂ ∂
− =

∂ ∂
 (22) 

Ñîïîñòàâèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñåéñìè÷åñêîé è ýëåêòðîìàãíèòíîé 
çàäà÷è: 

2 2
1 10 0

,

0 0 0
,

2 2
0 0

2 2 2
0 0 0

2 2

( )
( ) ( ) ( , )

2

( )
( ) при

2

( ) ( ) ( , )
2

( ) ( ) при
2

C

C

ji j
Sp j M

S

ji ja ja
Sp j C

ji jiC

ji j
x x m M

S

ji j jim
x x C

j jC

k k
M M G M M d

G dc M M S
n

k k
H M H M G M M d

k k kGH M dc H M M S
k n k

-
= +

- ¶+ + О
¶

-
= +

- ¶+ + О
¶

тт

т

тт

т

С

С

j j t
p

s s sj j
s p s

t
p

p

 (23) 
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Ðàçëè÷èå â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ñåéñìè÷åñêîé è ýëåêòðîìàãíèòíîé çàäà-
÷è ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íîìó òèïó óðàâíåíèé: â ñåéñìè÷åñêîì ñëó÷àå – ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, â ýëåêòðîìàãíèòíîì ñëó÷àå – ê íàãðóæåííîìó 
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Åñëè ïðè ðåøåíèè ïðÿ-
ìûõ ýëåêòðîìàãíèòíîé è ñåéñìè÷åñêîé çàäà÷ â äèíàìè÷åñêîì âàðèàíòå óäàåòñÿ 
óñòàíîâèòü ïîäîáèå â ÿâíûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíîãî 
ïîëÿ è ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè îïðåäåëåííûõ òèïàõ èõ âîçáóæäåíèÿ, òî ñ óñ-
ëîæíåíèåì ñòðóêòóðû ñðåäû, êàê ïîêàçûâàåò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðè àíàëè-
çå ñåéñìè÷åñêèõ äàííûõ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì äëÿ ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ êîëå-
áàíèé, ïîäîáèå èñ÷åçàåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåéñìè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíîé ê ýëåêòðîìàãíèòíîé èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå è òåì áîëåå î 
ñîñòîÿíèè ñðåäû.  

Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äèôðàêöèè ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé óï-
ðóãîé ïîïåðå÷íîé âîëíû íà äâóìåðíîé íåîäíîðîäíîñòè, ðàñïîëîæåí-
íîé â îäíîì èç ñëîåâ n-ñëîéíîé ñðåäû 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äèôðàêöèè ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé óïðóãîé ïîïå-
ðå÷íîé âîëíû íà äâóìåðíîé íåîäíîðîäíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â j-îì ñëîå n-
ñëîéíîé ñðåäû, èñïîëüçóÿ ïîäõîä, îïèñàííûé â ðàáîòå [10] äëÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîé äâóìåðíîé çàäà÷è (ñëó÷àé Í-ïîëÿðèçàöèè). Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñðåäû 

àíàëîãè÷íà îïèñàííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Â ýòîì ñëó÷àå и  y zF F  - ñîñòàâ-

ëÿþùèå äåéñòâóþùåé ñèëû ðàâíû íóëþ, 
0z yu u= = ; (24) 

à ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñìåùåíèé âäîëü îñè OX íå çàâèñèò îò х. Ñîñòàâëÿþ-
ùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ, ñîãëàñíî ðàáîòå [11], èìåþò âèä: 

0;

; ; 0;

x y z

x x
xy xz yz

u u
y z

σ σ σ

τ µ τ µ τ

= = =

∂ ∂
= = =

∂ ∂  (25)  

Òîãäà íàøà çàäà÷à, c ó÷åòîì (8), ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è: 
2
2 2 ( );

( ) ;
2

xi i xi i

i
i xi

i

u k u f M

f M F

π
σ
πµ

∆ + = −

=  (26) 

ãäå i=1,…n, Fxi=F ïðè i=1, ïðè i≠1 Fxi=0. Âîëíîâîå ÷èñëî â i-îì ñëîå ðàâíî ñî-
ãëàñíî [11]: 

2 2 2
2 2 ;i

i
i

k k σω
µ

= =  (27) 

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:  

2( ) ik M k=  – âîëíîâîå ÷èñëî â ñëîèñòîé ñðåäå, i=1,…n è 

2 0

0

при
( )

( ) при
jik M S

K M
k M M S

∈⎧⎪= ⎨
∉⎪⎩  

(27’)  
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2 2
2 ;ji

ji
ji

k
σ

ω
µ

=
 

Èíäåêñ ji, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å óêàçûâàåò íà ñâîéñòâà ñðåäû âíóòðè 
íåîäíîðîäíîñòè.  

Â îáùåì ñëó÷àå â ïðîèçâîëüíîì ñëîå èëè âíóòðè íåîäíîðîäíîñòè óðàâíå-
íèå (26) ñ ó÷åòîì (27) è (27’) áóäåò èìåòü âèä:  

2 ( ) 2 ( );xi xi iu K M u f Mπ∆ + = −  (28) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàêëþ÷àþùèåñÿ â íåïðåðûâíîñòè âåêòîðà ñìåùåíèÿ è 
òåíçîðà íàïðÿæåíèé íà âñåõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà, ñîãëàñíî (11) è (21), ñâîäÿòñÿ ê 

íåïðåðûâíîñòè xiu  è xi
i

u
n

µ ∂
∂

. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ íà áåñêî-

íå÷íîñòè: 

2(1), ( ) (1).xi
xi i xi

uru O r ik u o
r

∂
= − =

∂
 

Ïóñòü: 0
xi xi xiu u u= − , (29) 

ãäå i=1,…j,ji,…n, 0
xiu  – ñîñòàâëÿþùàÿ íîðìàëüíîãî ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ â ñëîè-

ñòîé ñðåäå â îòñóòñòâèå íåîäíîðîäíîñòè: 
0 0
ji ju u= è  

0 2 0
2 2 ( );xi i xi iu k u f Mπ∆ + = −  (30) 

00
, 1

1

0 0
, 1

0 ;

0 ;

i

i

x ixi
i i z L

xi x i z L

uu
z z

u u

µ µ +
+ ∈

+ ∈

∂∂
− =

∂ ∂
− =

 (31) 

Íà êîíòóðå íåîäíîðîäíîñòè 0
xu è 

0
xu

n
∂
∂

 íåïðåðûâíû. 

 xiu - ñîñòàâëÿþùàÿ àíîìàëüíîãî ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ, êàê ëåãêî 

ïîêàçàòü àíàëîãè÷íî (31) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: 
2 2 2 0( ) ( ( ) ( )) ;xi xi xiu K M u K M k M u∆ + = − −  (32) 

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: 

, , 1
1 , , 1 0

0
,

, ,

0 ; 0 ; 0

( ) ; 0;

i i

x i x i
i i z L x i x i z L x z

x jx x
ji ja x ji x ja

ji ja

u u
u u u

z z
uu u u u

n n n

µ µ

µ µ µ µ

+
+ ∈ + ∈ =

∂ ∂
− = − = =

∂ ∂
∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (33)  

Ôóíêöèþ èñòî÷íèêà ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ 0( , )SsG M M âûáåðåì ñëåäóþùèì 

îáðàçîì: îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è: 
2 0 0( , ) 2 ( );Ss Ssi iG k G M M M Mπδ∆ + = − −  (34)  

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: 
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, , 1
1 0

, , 1

0 ; 0;

0 ;

i

i

Ss i Ss i
i i z L Ss z

Ss i Ss i z L

G G
G

z z
G G

µ µ +
+ ∈ =

+ ∈

∂ ∂
− = =

∂ ∂
− =

 (35) 

Íà êîíòóðå íåîäíîðîäíîñòè 0( , )SsG M M è 
0( , )SsG M M

n
∂

∂
 íåïðåðûâíû. 

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà [10] äëÿ ôóíêöèé xiu è 0( , )SsG M M äëÿ êàæäîãî 

ñëîÿ n-ñëîéíîé ñðåäû ïðè i≠j: 

1

, , 1
, , 1

0 0
, 1

, 1 1 0

( ) (

2 ( ) при
)

0 при

i i

Ss i Ss ixi
xi Ss i i x i
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x i xi i
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n n n

u u M M S
G dl

n M S
π

+

+
+

+
+ +

∂ ∂∂
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∂ ∂ ∂

⎧∂ ∈
− = ⎨∂ ∉⎩

∫ ∫

 (36) 

Ïðè i=j: 

1

, , , 1 , 1
, , , 1 , 1 1

0 0
, , ,

, , 0

( ) ( )

2 ( ) при
( )

0при

i j

ja

Ss j x j Ss j x j
x j Ss j j x j Ss j j
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Ss j x ja x j j C
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j CC

G u G u
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n n n n

G u u M M S S
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M S Sn n
π

+

+ +
+ + +
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− − − +

∂ ∂ ∂ ∂

⎧∂ ∂ ∈ −⎪+ − = ⎨ ∉ −∂ ∂ ⎪⎩

∫ ∫

∫  (37) 

Äîìíîæèì âûðàæåíèÿ (36) è (37) íà µi è ñëîæèì èõ ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñ-
ëîâèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì: 

 

, ,
, ,

0 0 0

0

( )
2

( ) ( ) при
; ;

0 при
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ja Ss j x ja
x ja Ss j ja

C

x j C
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G u
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M S S

µ
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µ
µ µ
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∫

 (38) 

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ôóíêöèé ,x jiu è  
0

, ( , )Ss jG M M äëÿ âíóòðåí-

íîñòè îáëàñòè Sc, ñ ó÷åòîì (26), (28), (30), (32) ïîëó÷èì: 
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∫∫

∫
 

(39)  
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Äîìíîæèì (39) íà jiµ è ñëîæèì ñ (38), c ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîí-

òóðå íåîäíîðîäíîñòè ïîëó÷èì: 

2 2
2 2 ,0 0

,

0
, 0 0

,

( ) ( )
( ) ( , ) ( )
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( ) ( )
( ) ( )

2 2

C

ji ji j ja ji Ss j
x Ss j M x
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∂
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∫∫ ∫

∫ ∫
 (40) 

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì [10]: 

0
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,
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0
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 (41) 

Òîãäà (40) ñ ó÷åòîì (41) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: 
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µ µ
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∂
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∫
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∫ CS∉

 (42) 

Â âûðàæåíèÿõ (42) âûïèñàí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ 
äëÿ ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ êîëåáàíèé â n-ñëîéíîé ñðåäå, ñîäåðæàùåé äâóìåðíóþ 
íåîäíîðîäíîñòü. Ïåðâîå âûðàæåíèå åñòü èíòåãðàëüíîå íàãðóæåííîå óðàâíå-
íèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ñîñòàâ-
ëÿþùåé âåêòîðà óïðóãèõ ñìåùåíèé äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé âíóòðè íåîäíî-
ðîäíîñòè. Âòîðîå âûðàæåíèå åñòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
âåêòîðà óïðóãèõ ñìåùåíèé â ëþáîì ñëîå n-ñëîéíîé ñðåäû. 

Ñîïîñòàâëåíèå àëãîðèòìîâ äëÿ ñåéñìè÷åñêîãî (ëèíåéíî ïîëÿðèçî-
âàííàÿ ïîïåðå÷íàÿ óïðóãàÿ âîëíà) è ýëåêòðîìàãíèòíîãî äâóìåðíîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ (í-ïîëÿðèçàöèÿ) 

Ñîïîñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (42) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (H-ïîëÿðèçàöèÿ) (21), ìû âèäèì íàëè÷èå ïîäîáèÿ èíòå-
ãðàëüíûõ ñòðóêòóð ýòèõ âûðàæåíèé. 
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Ðàçëè÷èå èìååòñÿ â êîýôôèöèåíòàõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíàõ â âûðàæå-
íèÿõ (21) è (42), ÷òî ìîæíî ó÷åñòü â âûáîðå ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ òîãî èëè èíî-
ãî ïîëÿ, à òàêæå â ÿâíûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà. Ñëåäóåò ó÷åñòü òàê-
æå ðàçëè÷èå â ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè îòêëèêà ñðåäû íà ñåéñìè÷åñêîå è ýëåê-
òðîìàãíèòíîå âîçáóæäåíèå. Îäíàêî ïðè ñîáëþäåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïîäîáèÿ 
ñåéñìè÷åñêîå ïîëå, âîçáóæäàåìîå ïîïåðå÷íûìè êîëåáàíèÿìè è ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå áóäóò ñîäåðæàòü ïîäîáíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå íåîäíîðîä-
íîé ñðåäû è ñâÿçàííîì ñ íåé ñîñòîÿíèè. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþòñÿ íà-
òóðíûìè ýêñïåðèìåíòàìè, èçëîæåííûìè â ðàáîòàõ [3, 12]. 

Çàêëþ÷åíèå 

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðÿìîé äâóìåðíîé çàäà÷è äëÿ ñåéñìè÷åñêîãî 
ïîëÿ â äèíàìè÷åñêîì âàðèàíòå ïðè âîçáóæäåíèè èñòî÷íèêàìè ïðîäîëüíûõ è 
ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé â âèäå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî (â ïåðâîì ñëó÷àå) 
è íàãðóæåííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà âî âòîðîì 
ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è è ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è. Ïðîèç-
âåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ ñ àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ ïðÿìîé 
çàäà÷è äëÿ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äâóìåðíûõ íåîäíîðîäíî-
ñòÿõ, ïîëó÷åííîãî Â.È.Äìèòðèåâûì [10] (Í-ïîëÿðèçàöèÿ). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ 
áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòûå, ñòðóêòóð ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåä ïî-
äîáèå ýëåêòðîìàãíèòíîé çàäà÷è è ñåéñìè÷åñêîé äëÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé 
íàðóøàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âçàèìíî äî-
ïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå è òåì áîëåå î ñîñòîÿíèè ñðåäû. Ýòè 
ïîëÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì îòðàæàþò îñîáåííîñòè íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð è 
ðåàãèðóþò íà èçìåíåíèå èõ ñîñòîÿíèÿ. Ïðè âîçìîæíîñòè ïðîñëåæèâàíèÿ 
ñåéñìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â âèäå êîëåáàíèé òîëüêî ñäâèãîâîãî òèïà è íàáëþ-
äåíèé ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Í-ïîëÿðèçàöèè â äâó-
ìåðíîé ñðåäå óñòàíîâëåíî èõ ïîäîáèå, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïî-
ñòðîåíèè ñîâìåñòíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ.  
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