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ÑÎÎÐÓÆÅÍÈÉ ÏÐÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ  
ÍÀÃÐÓÇÎÊ 

Ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷ёòà íàïðÿæёííî-
äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ ãðóíòîâîãî ìàññèâà â îêðåñòíîñòè ïîäçåìíîãî ñîîðó-
æåíèÿ ïðè âîçäåéñòâèè ñåéñìîâçðûâíûõ íàãðóçîê. Íà îñíîâå âûïîëíåííîãî àíà-
ëèçà ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷ёòîâ ðàçðàáîòàòü ìåòîä 
íà îñíîâå çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõãîôà. Ìåòîä ìîæåò íàéòè ïðèìåíå-
íèå ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷ёòîâ ïî îöåíêå óñòîé÷èâîñòè è áåçîïàñíîñòè ïîäçåìíûõ 
ãîðíûõ âûðàáîòîê íà âîçäåéñòâèå ñåéñìîâçðûâíûõ íàãðóçîê. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîäçåìíûå ãîðíûå âûðàáîòêè, äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè, ìå-
òîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.  

Ñåìèíàð № 19 
 

 
áðóøåíèå ïîäçåìíûõ ñîîðó-
æåíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê êà-

òàñòðîôè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì íå 
òîëüêî â ïîäçåìíîé ÷àñòè, íî è íà ïî-
âåðõíîñòè ãîðíîãî ìàññèâà. Ïîýòîìó 
ñâîåâðåìåííàÿ è äîñòîâåðíàÿ îöåíêà  
íàïðÿæёííî-äåôîðìèðóåìîåãî ñî-
ñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ãðóíòîâîãî ìàññèâà â 
îêðåñòíîñòè ãîðíîé âûðàáîòêè ïðè 
âîçäåéñòâèå ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷å-
ñêèõ íàãðóçîê èìååò áîëüøîå ïðàêòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå. Òî÷íîñòü îïðåäåëå-
íèÿ ñòàòè÷åñêèõ íàãðóçîê è  ÍÄÑ â 
îêðåñòíîñòè ïîäçåìíîãî ñîîðóæåíèÿ 
çàâèñèò îò òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ ãðóíòîâîãî ìàññèâà, âåñà 
âûøåëåæàùèõ îáúåêòîâ è ðàñ÷ёòíîé 
ñõåìû. Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ äèíà-
ìè÷åñêèõ íàãðóçîê è ÍÄÑ çàâèñèò íå 
òîëüêî îò òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ 
ñòðîåíèÿ è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ãðóíòîâîãî ìàññèâà, íî è 
îò òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè è 
ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ äè-
íàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, õàðàêòåðà 
èõ ïðèëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è âðå-
ìåíè, à òàêæå îò òî÷íîñòè ìîäåëèðî-

âàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà âçàè-
ìîäåéñòâèÿ íàãðóçêè è ñîîðóæåíèÿ. Ñ 
äðóãîé ñòîðîíû åñëè ìåòîäû ðàñ÷ёòà 
íà ñòàòè÷åñêèå íàãðóçêè äîñòàòî÷íî 
ïîëíî ïðåäñòàâëåíû â ñóùåñòâóþùåé 
íîðìàòèâíî-òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, 
òî îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêèõ íàãðó-
çîê è ìåõàíèêà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ 
ïîäçåìíûìè ñîîðóæåíèÿìè äî ñèõ 
ïîð íå èìååò çàâåðøёííîãî õàðàêòå-
ðà. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíёííûìè âè-
äàìè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, êîòîðûå 
ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü íà ïîäçåìíûå 
ñîîðóæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ: çåìëåòðÿñåíèÿ, 
ìèêðîñåéñìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ, ãîð-
íûå óäàðû, âèáðàöèÿ îò òðàíñïîðòà è 
îáîðóäîâàíèÿ, òåõíîëîãè÷åñêèå âçðû-
âû ïðè ïðîõîäêàõ è ðàçðàáîòêàõ ãîð-
íûõ ïîðîä, à òàêæå âçðûâû òåõíîãåí-
íîãî è äðóãîãî õàðàêòåðîâ. 

Èçâåñòíî ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà 
ãîðîäñêàÿ çàñòðîéêà ðàñïîëàãàåòñÿ 
íàä ïîäçåìíûìè ñîîðóæåíèÿìè è ïî-
ëîñòÿìè. Íàïðèìåð, ãîðîä Áåðåçíÿêè 
â Ïåíçåíñêîì êðàå ðàñïîëîæåí íàä 
ïîäçåìíûìè ñîîðóæåíèÿìè ïî äîáû÷å 
êàëèéíûõ ñîëåé, à ãîðîä Ñîëèêàìñê 
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íàä êàðñòîâûìè è ñîëÿíûìè ïîëîñòÿ-
ìè. Öåëûå ðàéîíû ãîðîäà Ìîñêâû 
ðàñïîëîæåíû íàä êàðñòîâûìè ïîëîñ-
òÿìè, èìåþòñÿ ïîäçåìíûå òîííåëè 
ìåòðî è àâòîìîáèëüíîãî òðàíñïîðòà. 
Îáðóøåíèÿ ïîäçåìíûõ ïîëîñòåé ìî-
ãóò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûì êàòàñò-
ðîôè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì è ïîòðå-
áóþò áîëüøèõ çàòðàò íà ñïàñàòåëüíûå 
è âîññòàíîâèòåëüíûå ðàáîòû.   

Ïîýòîìó, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è 
ýêñïëóàòàöèè ïîäçåìíûõ  ñîîðóæåíèé 
îñîáîå çíà÷åíèå èìåþò äàííûå î 
ÍÄÑ â ïðîñòðàíñòâå ãîðíîãî ìàññèâà 
ñ ó÷ёòîì âîçìîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ 
íàãðóçîê. Çàäà÷è ïî ðàñ÷ёòó ÍÄÑ ñ 
ó÷ёòîì òðåõìåðíîñòè è äèíàìèêè â 
ìåõàíèêå ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé îò-
íîñÿòñÿ ê íàèáîëåå ñëîæíûì, äî êîí-
öà íå èññëåäîâàííûì. 

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ 
ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ÍÄÑ â îêðåñòíîñòè ïîäçåìíûõ ñî-
îðóæåíèé ïðè äåéñòâèè äèíàìè÷å-
ñêèõ íàãðóçîê. 

Â çàâèñèìîñòè îò èñòî÷íèêà ñåéñ-
ìîâçðûâíîé íàãðóçêè äîëæíà ó÷èòû-
âàòüñÿ êðèâèçíà ôðîíòà âîëíû, à 
ñåéñìîâçðûâíàÿ íàãðóçêà ïðåäñòàâ-
ëÿòüñÿ ÷åðåç ñôåðè÷åñêèé, öèëèíäðè-
÷åñêèé èëè ïëîñêèé çàêîí âîçäåéñò-
âèÿ. Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñåéñ-
ìîâçðûâíûõ âîëí ñ ïîäçåìíûìè ñî-
îðóæåíèÿìè èìååò ñóùåñòâåííî òðåõ-
ìåðíûé õàðàêòåð è ïîýòîìó åãî ðàñ-
÷åò äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííîì èçìåðåíèè.  

Ïðè äåéñòâèè ìîùíûõ ñåéñìîâ-
çðûâíûõ íàãðóçîê, ýïèöåíòð êîòîðûõ 
óäàëåí îò ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé, 
âîëíîâîå âîçäåéñòâèå õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ïëîñêèì ôðîíòîì, íî â ñèëó ñëîæ-
íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåòðèè 
ïîäçåìíîãî ñîîðóæåíèÿ âçàèìîäåéñò-
âèå òàêæå íîñèò ñóùåñòâåííî òðåõ-
ìåðíûé õàðàêòåð. Îòñþäà ñëåäóåò, 
÷òî îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ïîäçåìíûõ 
ñîîðóæåíèé ïðè äåéñòâèè ðàçëè÷íûõ 

òèïîâ ñåéñìîâçðûâíûõ íàãðóçîê 
äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ â ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîì èçìåðåíèè. Ñëîæ-
íîñòü âûïîëíåíèÿ òàêèõ âèäîâ ðàñ÷å-
òà ïðèâåëà ê íåîáõîäèìîñòè ïðèíÿòèÿ 
ðÿäà óïðîùàþùèõ ïðåäïîñûëîê.  

Ïðè îöåíêå óñòîé÷èâîñòè ïîäçåì-
íûõ ñîîðóæåíèé äîëæíî â ðàâíîé ñòå-
ïåíè ó÷èòûâàòüñÿ âëèÿíèå òðåõ ãëàâíûõ 
ôàêòîðîâ: 

1) íàãðóçêè è õàðàêòåðà åå âîçäåé-
ñòâèÿ; 

2) ñðåäû è ïðåäñòàâëÿþùåé åå ìî-
äåëè; 

3) ïîäçåìíîãî ñîîðóæåíèÿ (ïîëîñòè) 
è åãî êîíñòðóêòèâíîãî ðåøåíèÿ è ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìû. 

Ïîíÿòíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïðè-
íÿòûõ äîïóùåíèé è ïðåäïîñûëîê ó÷è-
òûâàåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè òîò èëè 
èíîé ôàêòîð. Íàèáîëåå òî÷íóþ êàðòè-
íó äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ìû ïîëó÷à-
åì òîãäà, êîãäà â ðàâíîé ñòåïåíè ðàñ-
ñìàòðèâàåì äåéñòâèå âñåõ òðåõ ôàêòî-
ðîâ. Ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòîâ ñêàëü-
íûé ìàññèâ áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòå-
ëåé ïðèíèìàþò êàê óïðóãèé, îäíîðîä-
íûé è èçîòðîïíûé. Íàãðóçêà ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ëèáî â âèäå ýêâèâàëåíòíî ñòàòè-
÷åñêîé, ëèáî åå äåéñòâèå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âî âðåìåíè â âè-
äå îïðåäåëåííîé ôóíêöèîíàëüíîé çà-
âèñèìîñòè. 

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ãåîìåòðèÿ 
ñîîðóæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïî-
ïåðå÷íîãî ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðîòÿæåííîé ñòîðîíû, ïðè ýòîì 
ïðåíåáðåãàþò âëèÿíèåì òîðöîâ. 

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíîâûõ 
íàãðóçîê ñ ïîäçåìíûìè ñîîðóæåíèÿìè. 

Ïåðâûå êðóïíûå èññëåäîâàíèÿ â 
îáëàñòè äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïîä-
çåìíûõ ñîîðóæåíèé áûëè ïðîâåäåíû  
Ðàáèíîâè÷åì È.Ì., Äàâûäîâûì Ñ.Ñ., 
Îëèñîâûì Á.À., Ñèíèöûíûì Ä.Ï., 
Àìáàðöóìÿíîì À.À., Êàíäûáîé Í.À. 
è äð. 
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Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ñðå-
äè ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïîäçåìíûõ ñî-
îðóæåíèé ïîëó÷èë ìåòîä ýêâèâàëåíò-
íî-ñòàòè÷åñêèõ íàãðóçîê. Ñóùíîñòü 
ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ïî îïðå-
äåëåííîé ìåòîäèêå â çàâèñèìîñòè îò 
êîíñòðóêöèè ñîîðóæåíèÿ è ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãðóíòîâîãî 
ìàññèâà îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò 
äèíàìè÷íîñòè è çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ðàñ-
÷åòíàÿ âåëè÷èíà íàãðóçêè. Áîëüøèíñò-
âî çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì ýòîãî ìåòîäà 
ðåøàëèñü â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå.  

Åñëè ðàçìåðû ñîîðóæåíèÿ çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå, ÷åì äëèíà âîëíû, òî 
äèôðàêöèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è 
ïðèìåíåíèå ìåòîäà ýêâèâàëåíòíî-
ñòàòè÷åñêèõ íàãðóçîê (ÌÝÑÍ) äàåò 
âïîëíå ñõîäèìûé  ðåçóëüòàò. Îäíàêî 
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèå 
ÌÝÑÍ ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ äåéñò-
âèòåëüíîé êàðòèíû ïðîöåññà è ïîýòî-
ìó íå âñåãäà îïðàâäàíî. Êðîìå òîãî, 
ÌÝÑÍ íå äàåò êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ çíà÷èòåëü-
íûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëåé. Ñ  
ïîìîùüþ ÌÝÑÍ íåâîçìîæíî îïðåäå-
ëèòü äèíàìèêó âîçíèêíîâåíèÿ íàèáî-
ëåå îïàñíûõ âåëè÷èí íàïðÿæåíèé â 
îêðåñòíîñòè ñîîðóæåíèÿ, ÷òî íå ïî-
çâîëÿåò ïðèíÿòü íàèáîëåå ðàöèîíàëü-
íîå ðåøåíèå ïî êîíñòðóêöèè ïîäçåì-
íîãî ñîîðóæåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ íàèáîëåå äîñòîâåðíîé êàðòèíû 
âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíîâîé íàãðóçêè ñ 
ïîäçåìíûì ñîîðóæåíèåì öåëåñîîá-
ðàçíåå èñïîëüçîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ 
ìåòîäîâ ðàñ÷åòà. 

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âçàèìîäåéñò-
âèÿ ñ ó÷åòîì âðåìåííîé êîîðäèíàòû â 
íàñòîÿùåå âðåìÿ ñôîðìèðîâàëîñü 
äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ: 

1. Àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ. 

2. ×èñëåííûõ è ÷èñëåííî-àíàëè-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. 

Ñðåäè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå 

ïîëó÷èë ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ. Îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ 
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè. Ñóùíîñòü åãî çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðåøå-
íèÿ ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà 
êîîðäèíàò, â êîòîðîé äèôðàãèðóþ-
ùàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàò-
íîé. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ýòèõ 
êîîðäèíàòàõ ñèëüíî óïðîùàåò çàäà÷ó, 
ñâîäÿ åå ê çàäà÷àì äëÿ îáûêíîâåííûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îä-
íàêî îíî âîçìîæíî ëèøü â íåêîòîðûõ 
êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò 
è, êðîìå òîãî, ôàêòè÷åñêîå ïîñòðîå-
íèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ïîëó-
÷àåìûõ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé çà-
÷àñòóþ ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè òðóäíî-
ñòÿìè, èç-çà ÷åãî ýôôåêòèâíîå ðåøå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ ëèøü äëÿ âåñüìà îãðà-
íè÷åííîãî ÷èñëà êîíòóðîâ è ïîâåðõ-
íîñòåé. Ìåòîäàìè ðàçäåëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ áûëè îïðåäåëåíû âåëè÷èíû 
ÍÄÑ íà ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðè÷å-
ñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ ïîëîñòåé â 
ñïëîøíûõ èçîòðîïíûõ óïðóãèõ ìàññè-
âàõ [1, 2].  

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ïðàêòèêå 
ðàñ÷åòà ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé ýòîò 
ìåòîä íå ïîëó÷èë, ò.ê. åãî ïðèìåíå-
íèå áûëî îãðàíè÷åíî óñëîâèåì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äèôðàãèðóþùåé ïîâåðõíî-
ñòè â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. 
Â ñèëó æåñòêîé ïðèâÿçêè ê ñïåöèàëü-
íûì ñèñòåìàì êîîðäèíàò ìåòîä ìîæåò 
áûòü ïðèìåíåí òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷ äèôðàêöèè íà ïîëîñòÿõ ñ ïðà-
âèëüíîé êàíîíè÷åñêîé ãåîìåòðèåé: 
áåñêîíå÷íî-äëèííûõ öèëèíäðîâ, ñôå-
ðîèäîâ è ýëëèïñîèäîâ. Âûïîëíåíèå 
ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè ñ ïðîèç-
âîëüíîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèåé ìå-
òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ  íå 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.  

Ñðåäè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ 
ìîæíî âûäåëèòü åùå äâà - ýòî ìåòîä 
ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûõ ðåøå-
íèé è ìåòîä Âèíåðà-Õîïôà. Ìåòîä 
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ôóíêöèîíàëüíî èíâàðèàíòíûõ ðåøå-
íèé ïðåäëîæåí Â.È. Ñìèðíîâûì è 
Ñ.Ë. Ñîáîëåâûì [3, 4, 5],  â äàëüíåé-
øåì îí èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ ìíî-
ãèõ äðóãèõ àâòîðîâ [6, 7, 8, 9]. Ýòèì 
ìåòîäîì áûëè ðåøåíû çàäà÷è îòðà-
æåíèÿ ïëîñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ óïðó-
ãèõ âîëí ïëîñêîñòüþ, à òàêæå çàäà÷è 
äèôðàêöèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ 
âîëí íà êëèíå [6, 7]. 

Äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ 
Â.È. Ñìèðíîâ è Ñ.Ë. Ñîáîëåâ ïðåä-
ëîæèëè èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ñóïåð-
ïîçèöèè. Ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ÷åðåç íàáîð ïëîñêèõ ðåøåíèé, 
îïðåäåëåííûõ â ïëîñêîñòÿõ, ïîâåðíó-
òûõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè (Õ, Z) íà 
âñåâîçìîæíûå óãëû λ. Èìè ïðåäëî-
æåíà ôîðìóëà, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò 
ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ äâóõìåðíûì ðåøåíèåì 
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ 
U (X, Z, t, λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ: 

),/(// 2222222 tcuzuxu ∂∂=∂∂+∂∂    (1)
 

ãäå λλ sincos yxX += , 
òî ôóíêöèÿ  

);;;sincos( λλλ tzyxu +  

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òðåõìåðíîìó 
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ 

),/(/// 222222222 tcuzuyuxu ∂∂=∂∂+∂∂+∂∂  
(2)

 

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). 
Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ñìèðíîâà - 

Ñîáîëåâà äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû 
ïðè ðåøåíèè îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ 
äèôðàêöèè. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà 
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè íà ïî-
ëîñòÿõ ñ ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé 
ãåîìåòðèåé ïðèâîäèò ê íåðàçðåøè-
ìûì òðóäíîñòÿì ïî óñòàíîâëåíèþ çà-
âèñèìîñòåé ìåæäó ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî è âñïîìî-
ãàòåëüíîãî ñîñòîÿíèé. Ìåòîä Ñìèð-
íîâà - Ñîáîëåâà â îòëè÷èå îò ìåòîäà 
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò 

ðàñøèðèòü îáëàñòü ðåøàåìûõ çàäà÷ 
çàäà÷àìè äèôðàêöèè íà êëèíå. Îäíà-
êî çàäà÷è äèôðàêöèè íà ïîëîñòÿõ 
ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè 
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòèì ìåòîäîì ðå-
øèòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.  

Ìåòîä Âèíåðà-Õîïôà ïåðâîíà-
÷àëüíî áûë ïðåäëîæåí äëÿ ðåøåíèÿ 
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [10, 11]. Çà-
òåì ñòàë ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ðåøåíèè 
çàäà÷ äèôðàêöèè, çàäà÷ äëÿ òðåùèí è 
øòàìïîâ. Â ýòîì íàïðàâëåíèè èññëå-
äîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â ðàáîòàõ: Å. N. 
Fox, C.È. Ôðàíêëÿ, Å.À. Êàðïîâè÷à,  
J. Ìrles, Ë.Ì. Ôëèòìàíà, À.ß. Ñàãî-
ìîíÿíà, Â.Á. Ïîðó÷èêîâà, Å.À. Êðà-
ñèëüùèêîâà, Å.Ô. Àôàíàñüåâà, Â.Â. 
Çàìûøëÿåâà, Þ.Ñ. ßêîâëåâà, À.Ã. Áà-
ãäîåâà, Ì.Ø. Èñðàèëîâà è äð. Îäíà-
êî ïîêà â çàìêíóòîì âèäå íå óäàëîñü 
ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ïðîñòðàíñò-
âåííîãî ñëó÷àÿ. À ïðè ðàññìîòðåíèè 
ñëîæíûõ ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå è â 
ïëîñêîì ñëó÷àå. 

Øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøå-
íèè íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ 
çàäà÷ íàøëè ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé [12, 13, 14]. 

Ïðè ïðèìåíåíèè àïïàðàòà ïðåîá-
ðàçîâàíèé âîëíîâîå óðàâíåíèå â ÷à-
ñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñâîäèòñÿ ê îáûê-
íîâåííîìó ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî óìíîæåíèÿ âñåõ åãî ÷ëåíîâ 
íà ÿäðî íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ïðåäåëàõ. Ðîññèéñêèå è çàðóáåæíûå 
èññëåäîâàòåëè ïðèìåíÿëè àïïàðàò 
ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ðåøåíèÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè. Ïîñëå 
ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà ïðåîáðàçîâà-
íèé íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñâîäèò-
ñÿ ê èçâåñòíîìó ñòàöèîíàðíîìó ñëó-
÷àþ è äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå ñ 
ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ. 

×òîáû ïðåîäîëåòü ñâîéñòâåííûå 
ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ îãðà-
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íè÷åíèå íà ãåîìåòðèþ ïîëîñòè, íåêî-
òîðûå àâòîðû èñïîëüçóþò àïïàðàò 
ïðåîáðàçîâàíèé â ñî÷åòàíèè ñ ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè [15, 16, 17]. Îä-
íàêî, âûïîëíèâ ðåøåíèå â èçîáðàæå-
íèÿõ íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê èñõîä-
íîìó ñîñòîÿíèþ, òî åñòü ïðîâåñòè 
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðîâåäå-
íèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûçû-
âàåò ó èññëåäîâàòåëåé áîëüøèå çà-
òðóäíåíèÿ. Ïî ìíåíèþ À.Í. Òèõîíî-
âà ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ïðåîáðàçî-
âàíèé ñ÷èòàåòñÿ íåêîððåêòíûì [18]. 
Ñëîæíîñòü è ãðîìîçäêîñòü àïïàðàòà 
ïðåîáðàçîâàíèé ñóùåñòâåííî îãðàíè-
÷èâàåò êðóã ðåøàåìûõ çàäà÷, ñâîäÿ èõ 
ê çàäà÷àì äèôðàêöèè íà áåñêîíå÷íî-
äëèííûõ öèëèíäðàõ, ñôåðîèäàõ è ýë-
ëèïñîèäàõ. 

Àíàëèç àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ 
ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ ïðèìåíå-
íèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè íà 
ïîëîñòÿõ ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé 
ãåîìåòðèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåò-
ñÿ íåâîçìîæíûì. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ øè-
ðîêèì âíåäðåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé 
òåõíèêè â ïðàêòèêó ïðîâåäåíèÿ ðàñ-
÷åòîâ, íàìåòèëîñü äâà îñíîâíûõ íà-
ïðàâëåíèÿ, ïî êîòîðûì ïðîâîäÿòñÿ 
èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîãî 
âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ ïîëîñòÿìè. 

Ïåðâîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ 
ðàçâèòèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðè 
ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåòèçàöèè çà-
äà÷  ñ ïðèìåíåíèåì ÝÂÌ íà âñåõ ýòà-
ïàõ ðåøåíèÿ. Ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ çàâèñèò îò ðàçâèòèÿ âîçìîæíî-
ñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, òî åñòü  
òî÷íîñòü ðàñ÷ёòîâ è îïèñàíèå ãåîìåò-
ðèè ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé è åãî îê-
ðåñòíîñòåé îãðàíè÷èâàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòüþ êîìïüþòåðîâ. 

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå 
çà ïîñëåäíèå ãîäû â Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè è äðóãèõ ñòðàíàõ, îòíîñÿòñÿ 
êî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ, êîòîðîå 
ñâÿçàíî íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çà-

äà÷ ñ ïðèìåíåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ (ìåòîäû ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ, ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèÿ, 
ìåòîäà ñâåäåíèé ê èíòåãðàëüíûì 
óðàâíåíèÿì è äð.) è íà çàêëþ÷èòåëü-
íûõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ÝÂÌ. 

Ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â 
ñî÷åòàíèè ñ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäà-
ìè, à òàêæå ñî÷åòàíèå ðàçíûõ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ñëîæ-
íûå çàäà÷è äèôðàêöèè, êîòîðûå 
îáû÷íûìè ìåòîäàìè íå ðåøàþòñÿ. 

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ÝÂÌ 
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñåòî÷íûå è 
âàðèàöèîííûå ìåòîäû (êîëëîêàöèé, 
Ðèòöà, Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà, Òðåôôöà, 
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ), ôàêòîðè-
çàöèîííûå ìåòîäû (ïàðöèàëüíûõ îò-
êëèêîâ, êâàäðàòóð, Ãîäóíîâà, Ìèêå-
ëàäçå Ëàíäîøà), ìåòîä õàðàêòåðèñòèê 
è äð. 

Íàèáîëüøåå ïðèìåíåíèå ïðè ðàñ-
÷åòàõ ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé íà äåé-
ñòâèå íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ 
íàãðóçîê íàøëè ìåòîäû êîíå÷íûõ 
ýëåìåíòîâ è êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. 

Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñî-
êîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç 
âûðàæåíèÿ áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà â 
îêðåñòíûõ òî÷êàõ. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè êîíå÷íîðàçíîñòíûõ âûðàæåíèé 
áîëüøóþ ñëîæíîñòü ó èññëåäîâàòåëåé 
âûçûâàåò ïðåäñòàâëåíèå ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé. Äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ 
çàäà÷ ðàçáèåíèþ ïîäâåðãàåòñÿ âåñü 
îêîëîâûðàáîòî÷íûé îáúåì, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî âðåìÿ ñ÷åòà çíà÷èòåëüíî 
óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó, ïðàêòè÷å-
ñêîå ïðèìåíåíèå ýòîé è àíàëîãè÷íûõ 
ìåòîäèê, èñïîëüçóþùèõ êîíå÷íîðàç-
íîñòíûå âûðàæåíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ñëîæíîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè 
äàæå íà íûíåøíåì ýòàïå ðàçâèòèÿ 
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ÿâëÿåòñÿ 
ñëîæíîé ïðîáëåìîé. 
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Áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðè 
ðåøåíèè çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ 
ñðåä ïîëó÷èë ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ (ÌÊÝ). Äëÿ ðàñ÷ёòîâ ñòðîèòåëü-
íûõ êîíñòðóêöèé â òðåõìåðíîé 
ïîñòàíîâêå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå ïîëó÷èëè ÌÊÝ ïàêåòû «Ëèðà», 
«ÑÊÀÄ», «Àíñèñ» è äðóãèå, îäíàêî âñå 
ðàñ÷ёòû âûïîëíÿþòñÿ â ñòàòè÷åñêîé, 
ýêâèâàëåíòíî-ñòàòè÷åñêîé èëè äèíà-
ìè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå. 

Âíåäðåíèþ è ðàçâèòèþ ÌÊÝ ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ ñëîæíûõ íå-
ñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ 
ìåõàíèêè ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé ïî-
ñâÿùåíû ðàáîòû Ñèíèöûíà À.Ï., Ñà-
ìàðèíà Â.Â., Êîðîëåâà Ã.Ä., Ìàêååâà 
Â.Ê., Îðëåíêî À.È., Äðóæèíèíà À.È., 
Êîðîñòåëåâà Ñ.Ï., Êðóöàíà B.C., Ïî-
çäååâà Â.Â., Ïåñêîâà À. Â. è äð. [19].  
Ñ ïðèìåíåíèåì ÌÊÝ èìè áûëè ðåøå-
íû íåñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå çà-
äà÷è êàê â ëèíåéíîé, òàê è â íåëè-
íåéíîé ïîñòàíîâêå. îäíàêî ïðè ýòîì 
ðàññìàòðèâàëèñü äâóìåðíûå, ëèáî 
îñåñèììåòðè÷íûå çàäà÷è. Ïðèìåíå-
íèå ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ 
çàäà÷ äèôðàêöèè, òàêæå êàê è ìåòîä 
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) ïðèâîäèò 
ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ñ÷åòà íà 
ÝÂÌ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äèñ-
êðåòèçàöèè ïîäâåðãàåòñÿ âñå îêîëî-
âûðàáîòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, âëèÿÿ-
þùåå íà ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ 
âîëíîâîé íàãðóçêè ñ ïîäçåìíîé ïî-
ëîñòüþ, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøîìó 
ðîñòó äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ è óâå-
ëè÷åíèþ âðåìåíè ñ÷åòà. 

Ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ñ÷ё-
òà ïîçâîëÿåò ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ). Ìåòîä äà-
åò âîçìîæíîñòü íà îñíîâå ðåøåíèÿ, 
âûïîëíåííîãî íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõ-
íîñòè îáëàñòè, ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ 
âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê îêîëîâûðàáî-
òî÷íîãî ìàññèâà. 

Ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ äëÿ âñåãî ìàñ-
ñèâà íà îñíîâå ãðàíè÷íîãî ðåøåíèÿ 

ïîçâîëÿåò íà ïîðÿäîê ñîêðàòèòü ÷èñ-
ëî äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ è òåì ñàìûì 
ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ ñ÷åòà. 
Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñêî-
ìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç 
ôîðìóëó Ãðèíà-Îñòðîãðàäñêîãî, ïî-
çâîëÿþùåé  ñâÿçàòü ðåøåíèå â îáúåìe 
- ñ ðåøåíèåì íà ïîâåðõíîñòè [20]. 

Îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû â îá-
ëàñòè ÃÈÓ áûëè ñäåëàíû Êóïðàäçå 
Â.Ä., Ìèõëèíûì Ñ.Ã., Ñðåòåíñêèì 
Ï.Í., Áóð÷óëàäçå Ò.Â., Ãåãåëèÿ Ò.Ã., 
Ìóñõåëèøâèëè Í.È., Ãþíòåðîì Í.Ì., 
Øåðìàíîì Ä.È. è äð.  

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è ïðàêòè÷å-
ñêóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîä ÃÈÓ íàøåë â 
ðàáîòàõ Þ.Â. Âåðþæñêîãî, Í.Ì. Õó-
òîðÿíñêîãî, Þ.Ä. Êîïåéêèíà, Â.Ç. 
Ïàðòîíà, Ï.È. Ïåðëèíà, È.À. Êèëü-
÷åâñêîãî, À.Ë.Ñèíÿâñêîãî, Ý.Ñ. Âåí-
öåëÿ, Ã.Á. Êîâíåðèñòîâà, Ø.Ì. Àéòà-
ëèåâà, Í.Á. Æàíáûðáàåâà, À.Ñ. Ñòó-
ëîâà, Â.Â. Òóðèëîâà, Â.Â. Ñàìàðèíà, 
Â.Â. Ñàâèöêîãî, È.Âóñàòþê, À.ß 
.Ïåòðåíêî, Ï.Ï. Ïàâëîâà è äð.. 

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ â òðåõìåðíîé 
ïîñòàíîâêå ñ ïðèìåíåíèåì ÃÈÓ áûëè 
âûïîëíåíû â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. 
Òàê Þ.Â. Âåðþæñêèì áûë ïðåäëîæåí 
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ïî-
òåíöèàëà . Íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà 
ãðóïïîé àâòîðîâ âî ãëàâå ñ Þ.Â. Âå-
ðþæñêèì áûëè ðàçðàáîòàíû ïàêåòû 
ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì "Ïîòåíöèàë", 
ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ÍÄÑ äëÿ 
ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë ïðè ñòàòè÷å-
ñêîì íàãðóæåíèè. Ï.Ï. Ïàâëîâûì 
áûëè âíåñåíû â ïàêåò ïðîãðàìì èç-
ìåíåíèÿ, äàþùèå âîçìîæíîñòü îïðå-
äåëÿòü ÍÄÑ â îêðåñòíîñòè êàìåðíî-
ñòîëáîâîé âûðàáîòêè â êâàçèñòàòè÷å-
ñêîé ïîñòàíîâêå. 

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íåñòàöèîíàð-
íîé äèíàìèêè ñ ïðèìåíåíèåì ÃÈÓ 
èçâåñòíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Íàè-
áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè 
ìåòîä çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ 
Êèðõãîôà è ìåòîä ÃÈÓ â ñî÷åòàíèè ñ 
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ìåòîäàìè ïðåîáðàçîâàíèé ïî Ëàïëàñó 
è Ôóðüå. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò â êî-
òîðîé çàäà÷à äèôðàêöèè ðåøåíà ñ 
ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû 
Êèðõãîôà è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
÷èñëåííîãî ñ÷åòà áûëà ðàáîòà Ì. 
Ôðèäìàíà è Ð. Øîó. Ðåøàÿ çàäà÷ó äè-
ôðàêöèè àêóñòè÷åñêîãî èìïóëüñà íà 
æåñòêîì öèëèíäðå êâàäðàòíîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, àâòîðû ïîëó÷àþò èí-
òåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå 
äàâëåíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà ñ çàïàçäûâàþùåì çíà÷åíèåì 
äàâëåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ íà ïî-
âåðõíîñòè öèëèíäðà. Ðàñïðåäåëåíèå 
äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ 
îïðåäåëÿëîñü ÷èñëåííî, ïóòåì àïïðîê-
ñèìàöèè èíòåãðàëîâ äâîéíûìè ðÿäàìè. 
Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ 
èçâåñòíûì ðåøåíèåì íà áåñêîíå÷íîì 
êëèíå ïîêàçûâàåò èõ õîðîøóþ ñõîäè-
ìîñòü. 

Êî è Êàðëñîí èññëåäîâàëè âçàèìî-
äåéñòâèå ïëîñêîé ñòóïåí÷àòîé âîëíû 
ñæàòèÿ ñ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé 
ïðåãðàäîé, íàõîäÿùåéñÿ â óïðóãîé 
ñðåäå. Ïðåãðàäà ïðèíèìàëàñü æåñòêîé, 
íåïîäâèæíîé è èìåþùåé êîíå÷íóþ 
äëèíó. Ïàäàþùàÿ âîëíà ïåðåìåùàëàñü 
â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè 
öèëèíäðà. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êèðõ-
ãîôà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíîé 
ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ â ïîëå ðàññåÿ-
íèÿ è íà ãðàíèöå öèëèíäðà ñòðîÿòñÿ 
óðàâíåíèÿ â ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðà-
ëàõ. Ðåøåíèå äëÿ ôðîíòà âîëíû â îñ-
âåùåííîé çîíå öèëèíäðà òîæäåñòâåííî 
ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ñ ïîìîùüþ âû-
ñîêî÷àñòîòíîãî àíàëèçà ôðîíòà âîëíû. 
Ïîëó÷åíû,  êàê ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ 
íàïðÿæåíèé â òåíåâîé çîíå, òàê è íà-
÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé íà 
ôðîíòå âîëíû íà ãðàíèöå ìåæäó îñâå-
ùåííîé è òåíåâîé ÷àñòÿìè. Èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé 
íàïðÿæåíèé â îñâåùåííîé è òåíåâîé 
çîíàõ ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ 
ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò 

ðåøàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, à ïîòîìó 
óäîáíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. ×èñ-
ëåííûå ìåòîäû, ðàçâèòûå â ýòîé ðàáî-
òå, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ äèôðàêöèè âîëí íà ïðåãðà-
äàõ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè. 

Â ðàáîòå Êî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ-
ñåÿíèå ïëîñêîãî âîëíîâîãî èìïóëüñà 
ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé áåñêîíå÷íî-
äëèííûì óïðóãèì êðóãîâûì öèëèíäðîì, 
çàêëþ÷åííûì â óïðóãóþ ñðåäó. Äëÿ âû-
âîäà îäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü íå 
òîëüêî ðåøåíèå äëÿ âîëíîâîãî ôðîíòà, 
íî è ðåøåíèå äëÿ  äèôðàêöèè ïðè áî-
ëåå áûñòðîì è áîëåå ìåäëåííîì ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè ïàäàþùåé âîëíû ïî 
ñðàâíåíèþ ñ ïðåëîìëåííîé âîëíîé 
âíóòðè ïðåïÿòñòâèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä 
çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõãîôà. 

Ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà Êèðõãîôà è 
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè è èçëó÷å-
íèÿ â àêóñòè÷åñêèõ ñðåäàõ íà áåñêîíå÷-
íî äëèííûõ òåëàõ [20]. Èçâåñòíî èñïîëü-
çîâàíèå ìåòîäà Êèðõãîôà äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷ äèôðàêöèè âîëí íà öèëèíäðè÷å-
ñêèõ ñëàáîîòðàæàþùèõ îáîëî÷êàõ ïðî-
èçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. 

Â ðàáîòå À.Ñ. Ñòóëîâà çàäà÷à äè-
ôðàêöèè àêóñòè÷åñêîãî èìïóëüñà  íà 
óïðóãîì ýëëèïòè÷åñêîì öèëèíäðå ñâî-
äèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ çàâèñèìîñòè 
äàâëåíèÿ îò âðåìåíè â îòðàæåííûõ èì-
ïóëüñàõ, âû÷èñëåííûå äëÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ öèëèíäðîâ èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèà-
ëîâ. 

Áûëè ïîëó÷åíû âåëè÷èíû äàâëåíèÿ 
æèäêîñòè êàê íà ãðàíèöå ñ  öèëèíäðîì, 
òàê è íà óäàëåíèè îò íåãî. Ïðîöåññ âçà-
èìîäåéñòâèÿ âîëíû ñ öèëèíäðîì âûðà-
æàëñÿ ÷åðåç ñèñòåìó ïÿòè èíòåãðàëüíûõ 
óðàâíåíèé îò ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷-
íîãî ïîòåíöèàëîâ. Èíòåãðàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðåä-
ñòàâëÿëèñü ÷åðåç äâîéíûå ñõåìû ïîòåí-
öèàëîâ íà çàäàííûõ îòðåçêàõ ñå÷åíèÿ 
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öèëèíäðà â îïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè 
âðåìåíè ñ çàïàçäûâàíèåì. Ðåøåíèå ñèñ-
òåìû îðãàíèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà-
÷èíàÿ ñ ïåðâîãî øàãà - ýòî äàåò âîçìîæ-
íîñòü óïðîñòèòü ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ 
çàäà÷è è óñêîðèòü âðåìÿ ñ÷åòà. 

Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà çàïàçäû-
âàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõãîôà ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü ðåøåíèå è ñòàöèîíàðíûõ 
çàäà÷ äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà ïðå-
ïÿòñòâèÿõ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Â ýòèõ 
ðàáîòàõ Ð. Áàíàåô è Â. Ãîëäñìèò, òàê-
æå èñïîëüçîâàëè ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ 
íåðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé ÷åðåç óïðóãèå 
ïîòåíöèàëû. 

Äëÿ ñëó÷àÿ äèôðàêöèè ïëîñêîé 
âîëíû ñæàòèÿ íà àáñîëþòíî æåñòêîì 
êðóãîâîì öèëèíäðå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 
ðåçóëüòèðóþùåå ðàññåÿíoe ïîëå õîðî-
øî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëåì, ïîëó÷åííûì 
ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû. Â êà÷åñò-
âå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðå-
çóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè 
óïðóãèõ âîëí íà àáñîëþòíî æåñòêèõ è 
ìÿãêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðàõ è öè-
ëèíäðå ñ ñå÷åíèåì â âèäå òðåõëåïåñò-
êîâîé ðîçû. 

Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ 
âèäíî, ÷òî  ïðèìåíåíèå ìåòîäà çàïàç-
äûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõãîôà äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàöèîíàðíîé è íåñòà-
öèîíàðíîé äèíàìèêè îãðàíè÷åí òîëüêî 
çàäà÷àìè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ áåñêî-
íå÷íî-äëèííûìè ñïëîøíûìè òåëàìè. 
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ 
âîëí ñ òðåõìåðíûìè ïîëîñòÿìè íåîá-
õîäèìî ïîëó÷èòü ñèñòåìó èíòåãðàëüíûx 
óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì òðåõ ïîòåíöèàëü-
íûõ ôóíêöèé: îäíîãî ïðîäîëüíîãî è 
äâóõ ïîïåðå÷íûõ ïîòåíöèàëîâ. 

Í.Ì. Õóòîðÿíñêèé èñïîëüçîâàë ìå-
òîä çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõ-
ãîôà â ñî÷åòàíèè ñ ôîðìóëîé Ñîìè-
ëèàíû äëÿ ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî òðåõ-
ìåðíûõ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìè-
êè. Ìåòîä ïîëó÷èë íàèìåíîâàíèå - ìå-
òîäà ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ÃÂÈÓ). Èñïîëüçîâàíèå 

â ìåòîäå ÃÂÈÓ èçâåñòíûõ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ðåøåíèé îãðàíè÷èâàåò êðóã 
çàäà÷ òîëüêî îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè 
äàííîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. 
Êðîìå òîãî, ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âûïîëíÿåòñÿ ïî 
áîëåå ñëîæíîé ñõåìå, ÷åì â ïðÿìîì 
ìåòîäå Êèðõãîôà, à ýòî ïðèâîäèò ê 
ðîñòó âðåìåíè ñ÷åòà íà ÝÂÌ. 

Ïîìèìî ìåòîäà çàïàçäûâàþùèõ ïî-
òåíöèàëîâ Êèðõãîôà äëÿ ðåøåíèÿ  äè-
íàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 
ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé. Òàê, Æ.Á. Æàíáûð-
áàåâ, Ø.Ì .Àéòàëèåâ è Ë.À. Àëåêñååâà, 
ïðèìåíÿÿ àïïàðàò èíòåãðàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé Ëàïëàñà, ðåøàëè çàäà÷è 
äèôðàêöèè âîëí íà áåñêîíå÷íî-
äëèííûõ êðóãîâûõ è ýëëèïòè÷åñêèõ öè-
ëèíäðàõ. Ðåøåíèå òðåõìåðíûõ çàäà÷ 
äèôðàêöèè ñ ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íå âûïîëíÿëîñü, 
î÷åâèäíî, ýòî ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè 
òðóäíîñòÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè àïïàðàòà èíòåãðàëüíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé. 

Àíàëèç ðàáîò, âûïîëíåííûõ ìåòî-
äîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (ÌÃÈÓ), ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî 
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíû ðåçóëüòà-
òû, ïîêàçûâàþùèå åãî ïðàêòè÷åñêóþ 
ïðèãîäíîñòü è øèðîêèå âîçìîæíîñòè. 
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñåéñìîâçðûâíûõ âîëí ñ ïî-
ëîñòÿìè ìîæíî âûäåëèòü äâà ãëàâíûõ 
ìåòîäà: 

1. Ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû çàïàç-
äûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõãîôà. 

2. Ñ ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëüíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé. 

Ïðè÷åì ïåðâîå íàïðàâëåíèå ìîæíî 
â ñâîþ î÷åðåäü ðàçáèòü åùå íà äâà: 

1. Ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû çàïàç-
äûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõãîôà 
íàïðÿìóþ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûå 
ôóíêöèè. 
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2. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ñî-
ìèëèàíû.  

Ïðèìåíåíèå ïðÿìîãî ìåòîäà çàïàç-
äûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Êèðõãîôà äàёò 
áîëåå ïðîñòóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó, ò.ê. â 
ýòîì ìåòîäå íå ïðèìåíÿþòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíûå ðåøåíèÿ è ïîýòîìó íå ñóùåñò-
âóåò îãðàíè÷åíèé ïî êëàññó ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷. Ìåòîäèêà ïðèìåíåíèÿ 
ìåòîäà çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ 
Êèðõãîôà, ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðîì, áó-
äåò îïèñàíà â ñëåäóþùåé ñòàòüå.  
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