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Ïðåäëîæåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ãëóáèí 
ïðîÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ôîðì ãîðíîãî äàâëåíèÿ è ðàäèóñà çîíû ðàçðóøåíèÿ âî-
êðóã âûðàáîòîê ïðè ãîðíûõ óäàðàõ íà áàçå ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 
ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíûõ âûðàáîòîê, îñíîâàííîé íà 
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèÿõ ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé íà óïðóãîì îñíîâàíèè. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óäàðîîïàñíîñòü ìåñòîðîæäåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ âî-
êðóã ãîðèçîíòàëüíûõ âûðàáîòîê. 

Ñåìèíàð № 4 
 

 

ðîáëåìà ïîâûøåíèÿ áåçî-
ïàñíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè 

îñâîåíèÿ óäàðîîïàñíûõ ðóäíûõ ìå-
ñòîðîæäåíèé ïîäçåìíûìè ñïîñîáàìè,  
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ âîïðîñîâ. 
Â óñëîâèÿõ ãëóáîêèõ ãîðèçîíòîâ, âû-
ñîêîé òåêòîíè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè 
ìàññèâà ïîðîä è ñëîæíîñòè åãî ãåî-
ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ïðîÿâëåíèå 
ãîðíîãî äàâëåíèÿ â äèíàìè÷åñêîé 
ôîðìå ïðèâîäèò ê òàêèì îïàñíûì ïî-
ñëåäñòâèÿì êàê ãîðíûå è ãîðíî-òåê-
òîíè÷åñêèå óäàðû. 

Íà ïîäçåìíûõ ðóäíèêàõ Óçáåêè-
ñòàíà ïðîáëåìà óäàðîîïàñíîñòè ñó-
ùåñòâóåò ïî÷òè íà âñåõ çîëîòîäîáû-
âàþùèõ ðóäíèêàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñ 
óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû ãîðíûõ ðàáîò 
ïðîáëåìà ïðåäîòâðàùåíèÿ ãîðíûõ è 
ãîðíî-òåêòîíè÷åñêèõ óäàðîâ ïðèîá-
ðåòàåò îñîáóþ àêòóàëüíîñòü. 

Îáû÷íî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðóä-
íèêîâ ñëåäóåò óòî÷íÿòü ñòåïåíü óäà-
ðîîïàñíîñòè ïîðîä è îïðåäåëåíèå 
ãëóáèí, íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ ïîðîäû 
ñòàíîâÿòñÿ óäàðîîïàñíûìè. 

Ãëóáèíà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé ïîðî-
äû ñòàíîâÿòñÿ óäàðîîïàñíûìè, ðàç-
ëè÷íà äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ïîðîä è ìå-

ñòîðîæäåíèé, è  îïðåäåëÿåòñÿ óðîâ-
íåì êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé âî-
êðóã ãîðíûõ âûðàáîòîê. Ïîýòîìó 
âñåìè äîñòóïíûìè ìåòîäàìè (àíàëè-
òè÷åñêèìè, ëàáîðàòîðíûìè è îñîáåí-
íî ïóòåì íàòóðíûõ èçìåðåíèé) ñëåäó-
åò îïðåäåëÿòü âåëè÷èíû íàïðÿæåíèé 
â îêðåñòíîñòè âûðàáîòîê. Îðèåíòè-
ðîâî÷íî îöåíî÷íûì êðèòåðèåì îïàñ-
íîé ïî ãîðíûì óäàðàì ãëóáèíå, íà 
ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ, ìîæåò ñëó-
æèòü îòíîøåíèå γΗ/σсж – êîãäà îíî 
ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå, ïîðîäû ïå-
ðåõîäÿò â ïðåäåëüíîå íàïðÿæåííîå 
ñîñòîÿíèå è ìîãóò ñòàòü óäàðîîïàñ-
íûìè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêîå 
ïðèìåíåíèå ïðè îöåíêå óäàðîîïàñ-
íîñòè ìåñòîðîæäåíèÿ íàøëè àíàëèòè-
÷åñêèå ìåòîäû.   

Âîïðîñàì ïðîãíîçèðîâàíèÿ ãëóáèí 
ïðîÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ôîðì ãîð-
íîãî äàâëåíèÿ è ðàäèóñà çîíû ðàçðó-
øåíèÿ âîêðóã âûðàáîòîê ïðè ãîðíûõ 
óäàðàõ òåîðåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïî-
ñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè â 
ðàáîòå [1] ïðèâåäåíû ïðèáëèæåííûå 
ðåøåíèÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè î 
íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ïîðîä âî-
êðóã âûðàáîòîê. Óñëîâèÿ âîçíèêíî-

Ï 
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âåíèÿ ãîðíîãî óäàðà â ðàáîòå îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî êðèòåðèþ Êóëîíà-Ìîðà. 
Íàõîäèòñÿ ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ 
âûðàáîòêè, ïðè êîòîðîé íà÷èíàþòñÿ 
äèíàìè÷åñêèå ïðîÿâëåíèå ãîðíîãî 
äàâëåíèÿ. 

Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ïðîãðàììíàÿ 
ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íà 
áàçå ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ âî-
êðóã ãîðèçîíòàëüíûõ âûðàáîòîê, îñ-
íîâàííîé íà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèÿõ ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé íà óïðóãîì 
îñíîâàíèè. 

Ðàññìîòðèì òÿæåëóþ ïîëóïëîñ-
êîñòü G ñ âûðåçîì, êàê ïîêàçàíî íà 
ðèñ.1 Íàïðÿæåíèå â êàæäîé òî÷êå 
îáëàñòè G áóäåì îïðåäåëÿòü ïóòåì 
ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé äëÿ òÿæåëîé 
ïîëóïëîñêîñòè áåç âûðåçà è íåâåñî-
ìîé ïîëóïëîñêîñòè, íàãðóæåííîé ïî 
êîíòóðó âûðàáîòêè ôèêòèâíûìè óñè-
ëèÿìè P(S) è Q(S), ðàñïðåäåëåííûìè 
òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå 
èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîí-

òóðå âûðàáîòêè. Ïðè ýòîì 
èìååì ðåøåíèå: 

xxx σσσ += 0 ;  

yyy σσσ += 0 ;  

 xyxyxy τττ += 0 .               (1) 

ãäå S – êîîðäèíàòà âäîëü 

êîíòóðà âûðåçà o
xy

o
y

o
x τσσ ,,  

– êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé 
äëÿ òÿæåëîé ïîëóïëîñêîñòè 

áåç âûðåçà; xyyx τσσ ,,  – 

êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé 
íåâåñîìîé ïîëóïëîñêîñòè, 
íàãðóæåííîé ïî êîíòóðó 
âûðåçà óñèëèÿìè P(S) è Q(S). 

Ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è 
èìååò âèä: 

xgx γσ −=0
;  

xgy ξγσ −=0 ; 00 =xyτ ,  (2)  

ãäå 
ν

νξ
−

=
1

 – êîýôôèöè-

åíò áîêîâîãî ðàñïîðà, îïðåäåëÿåìûé 
êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (ν). 

Ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è áóäåì èñ-
êàòü, çàäàâøèñü ñëåäóþùèì ðàñïðåäå-
ëåíèåì ôèêòèâíûõ óñèëèé íà êîíòóðå 
âûðåçà: 

( ) 2
210 SaSaaSP ++=    (3) 

( ) 2
210 SbSbbSQ ++= ,  

ãäå
 221100 ,,,,, bababa  – íåèçâåñòíûå 

êîýôôèöèåíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ 
ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû èç ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé íà êîíòóðå âûðàáîòêè.  

Íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå (õ, ó) íåâåñî-
ìîé ïîëóïëîñêîñòè ìîãóò áûòü îïðå-
äåëåíû êàê èíòåãðàëû ïî êîíòóðó âû-
ðàáîòêè: 

 

( )
( ) ( )
( ) ( )

, ,
,

, ,
xp

x
L xq

P S S x y
x y ds

Q S S x y

δ
σ

δ

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

 

 
Ðèñ. 1. Ðàñ÷ёòíàÿ ñõåìà çàäà÷è 
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( )
( ) ( )
( ) ( )

, ,
,

, ,
yp

y
L yq

P S S x y
x y ds

Q S S x y

δ
σ

δ

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

          (4) 

( )
( ) ( )
( ) ( )

, ,
,

, ,
p

xy
L q

P S S x y
x y ds

Q S S x y
τ

τ

δ
τ

δ

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

ãäå L – êîíòóð âûðàáîòêè; 

qpxpyqypxqxp ττ δδδδδδδ ,,,,,,  – ôóíäà-

ìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ íåâåñîìîé 
ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿþùèå ñîîò-
âåòñòâóþùèå íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå (õ, 
ó) ïîëóïëîñêîñòè îò äåéñòâèÿ åäèíè÷-
íûõ ñèë (ïî âåðòèêàëè – Ð è ïî ãîðè-
çîíòàëÿìè – Q) â òî÷êå (S) êîíòóðà 
âûðàáîòêè. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ, ïðèâåäåííûå 
â [2].  

Îïðåäåëèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà 
êîíòóðå âûðàáîòêè. Äëÿ òî÷åê íà 
êîíòóðå âûðàáîòêè (ðèñ. 1)  ôîðìóëû 
ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (õ, ó) ê ìåñòíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò (x’, y’) èìåþò âèä: 

2 2
' cos sin

2 sin cos
x x y

xy

σ σ α σ α

τ α α

= ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅
 

2 2
' sin cos

2 sin cos
y x y

xy

σ σ α σ α

τ α α

= ⋅ + ⋅ −

− ⋅ ⋅ ⋅
       (5) 

( )
( )

' '

2 2

sin cos

sin sin

x y x y

xy

σ σ σ α α

τ α α

= − + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ −
, 

ãäå α – óãîë ìåæäó îñÿìè õ’ è y’, îò-
ñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. 

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé: 

à) Ñâîáîäíûé êîíòóð: ïðè ýòîì 

0''' == yxx τσ                                  (6) 

á) Êîíòóð âûðàáîòêè, âîñïðèíè-
ìàþùèé ðàâíîìåðíîå äàâëåíèå R îò 
êðåïè: 

0'' =yxτ , Rx −='σ                           (7) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7) çàìåíèì 
îäíèì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì, êîãäà 
ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âäîëü 
âñåãî êîíòóðà ìèíèìàëüíà, ò.å.: 

( )[ ]∫ =++
L

xyx dsR min2
'

2
'' στ             (8) 

Ïî óñëîâèþ ìèíèìóìà â (8) è ñ 
ó÷åòîì çàâèñèìîñòåé (1) - (5) ïîëó÷àåì 
ñèñòåìó ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ 210 ,...,, baa ; 

( ) 0
0

'
'

0

''
'' =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂
⋅++

∂

∂
∫ ⋅ ds

a
R

aL

x
x

yx
yx

σσ
τ

τ , 

                          

( )

..........................................................

0
1

'
'

1

''
'' =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂
⋅++

∂

∂
∫ ⋅ ds

a
R

aL

x
x

yx
yx

σσ
τ

τ
,  

 (9) 

( ) 0
2

'
'

2

''
'' =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂
⋅++

∂

∂
∫ ⋅ ds

b
R

bL

x
x

yx
yx

σσ
τ

τ . 

Óñëîâèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî êîíòóðà 
(6) ïî ëó÷èì èç (9) ïîëîæèâ: R=0. 

0
0

'
'

0

''
'' =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅+

∂

∂
∫ ⋅ ds

aaL

x
x

yx
yx

σσ
τ

τ , 

                              

0
1

'
'

1

''
'' =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅+

∂

∂
⋅∫ ⋅ ds

aaL

x
x

yx
yx

σσ
τ

τ , (10) 

0
2

'
'

2

''
'' =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅+

∂

∂
∫ ⋅ ds

bbL

x
x

yx
yx

σσ
τ

τ . 

 
Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé 

(9, 10), à òàêæå äëÿ ìàíèïóëèðîâàíèÿ 
çíà÷åíèÿìè íàïðÿæåíèé òèïà (4) ðàç-
ðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ êîìïüþòåðíàÿ 
ïðîãðàììà. Èëëþñòðàöèè ðàñ÷ёòîâ 
äëÿ äâóõ òèïîâ î÷åðòàíèé êðåïè ïî 
ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììå ïðîâåäåíà 
äëÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé (òàáë. 1). 
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Òàáëèöà 1 
Ïàðàìåòðû 

àðî÷íîé  
êðåïè 

Öèðêó-
ëÿðíàÿ 
êðåïü 

Øàòðî-
âàÿ 

êðåïü 

Øèðèíà âûðà-
áîòêè ïî ïî÷âå 
(Â), ì. 

3,75 4,45 

Âûñîòà âûðàáîò-
êè (h), ì 

3,00 2,91 

Ðàäèóñ âåðõíÿêà 
(r), ì. 

2,73 2,64 

Ðàäèóñ ñòîéêè, ì. 2,10 ---- 
Äëèíà ñòîéêè, ì. 2,45 2,45 

 
Ñîïðîòèâëåíèå àðî÷íîé êðåïè 

220=SN ÊÍ,  

Õàðàêòåðèñòèêà ìàññèâà ãîðíûõ 
ïîðîä: îáúåìíàÿ ìàññà γ=2,6 ò/ì3; 
ïëîòíîñòü γ=2,6 ò/ì3; ãëóáèíà ðàñïî-
ëîæåíèÿ âûðàáîòêè Í=435 ì; ñèñòå-
ìà êîñîñåêóùèõ òðåùèí ñ óãëîì ïàäå-
íèÿ 450.  

Äëÿ îöåíêè ìàêñèìóìà R èìååì 
(ïðè ïëîòíîñòè êðåïëåíèÿ 2) äëÿ óñ-
ëîâèé  

BB
NBNR S

S
8804

2
:2 =⋅=⋅= , ëèáî 

Òèï êðåïè R, êã/ñì2 

Öèðêóëüíàÿ 234,67 
Øàòðîâàÿ 197,75 

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 
îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé â 
íåâåñîìîé ïîëóïëîñêîñòè, íàãðóæåí-
íîé ïî êîíòóðó âûðåçà óñèëèÿìè, 
èìåþùèìè âèä ïàðàìåòðè÷åñêîé 
ôóíêöèè îò êîîðäèíàòû êîíòóðà âäîëü 
åãî äóãè, ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè äèôôåðåí-
öèðîâàíèè îïðåäåëåííîãî âèäà ìíîãî-
÷ëåíîâ, êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå êî-
òîðûõ çàâèñèò îò ôîðìû êîíòóðà âûðå-
çà, è ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ 
íåâåñîìîé ïîëóïëîñêîñòè, èìåþùèõ â 
ñâîþ î÷åðåäü ñîãëàñíî [1,2] âèä äðîá-
íî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, íàèáîëåå 
ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà àíàëèòè-
÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple 7 ðàçðàáîòêè 
êàíàäñêîãî óíèâåðñèòåòà Waterloo [3]. 

Èíòóèòèâíî ÿñíûé è ïðîñòîé ÿçûê 
Maple 7 ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî, 
ïðàêòè÷åñêè íà ÿçûêå àíàëèòè÷åñêèõ 
âûðàæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çà-
äà÷è, ïðîãðàììèðîâàòü ðåøåíèå çàäà÷. 
Ïðîäåëûâàÿ â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå 
âñå íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, îïèñûâàþ-
ùèõ ïîýòàïíîå ïðåäñòàâëåíèå èìåþ-
ùåéñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, íà÷èíàÿ 
îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè, 
îïèñûâàþùåé êîíòóð âûðàáîòêè, çàäà-
íèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óñèëèé â êàæäîé 
òî÷êå êîíòóðà â âèäå ìíîãî÷ëåíà âòî-
ðîé ñòåïåíè, ôóíêöèé êîìïîíåíò íà-
ïðÿæåíèÿ â êàæäîé òî÷êå íåâåñîìîé 
ïîëóïëîñêîñòè â âèäå èíòåãðàëà ïî 
êîíòóðó âûðàáîòêè, ñèñòåìà Maple 7 
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå 
ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àþùåéñÿ â êîíå÷-
íîì ñ÷åòå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ ìíîãî÷ëåíîâ, â âèäå êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôèêòèâíûõ 
óñèëèé íà êîíòóðå âûðàáîòêè. 

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé ïðîãðàììèðóåòñÿ òàêæå ïðîñòî â 
âèäå âûçîâà êîìàíäû fsolve ñèñòåìû 
Maple 7, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà 
èëè æå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åäèíñòâåí-
íîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûå 
âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè èìåþ-
ùèõñÿ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Äëÿ 
ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ çà ïðèåìëå-
ìîå ìàøèííîå âðåìÿ âñå æå òàêè ëó÷øå 
ïîäõîäÿò ñïåöèàëèçèðîâàííûå ìíîãî-
ïðîöåññîðíûå êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû. 
Âïðî÷åì, ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ êî 
âñåì ñèñòåìàì, ðåàëèçóþùèì àíàëèòè-
÷åñêóþ è âû÷èñëèòåëüíóþ ìàòåìàòèêó. 
Ìåíåå îñòðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íå-
õâàòêè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ 
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 
äëÿ ÷åãî ïðåäíàçíà÷àåòñÿ êîìàíäà 
linsolve, íàõîäÿùàÿñÿ â ïîäêëþ÷àåìîì 
ïàêåòå linalg. Ýòà êîìàíäà ïîçâîëÿåò 
íàõîäèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé çíà÷è-
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òåëüíî áûñòðåå è òî÷íåå ïî ñðàâíåíèþ 
ñ êîìàíäîé fsolve. 

Ïðåäñòàâëåííûé â ïðèëîæåíèè òåêñò 
ïðîãðàììû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëå-
íèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé òÿæåëîé 
ïîëóïëîñêîñòè ñ âûðåçîì äàæå áåç âñÿ-
êèõ êîììåíòàðèåâ äàåò ïîëíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè 
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íà êîìïüþòåðå. 

Òåõíîëîãèÿ ðàáîòû â Maple 7 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðàêòèâíûé ñåàíñ: 
ïîëüçîâàòåëü ââîäèò íà ðàáî÷åì ëèñòå 
êîìàíäû è íàæàòèåì êëàâèøè <Enter> 
ïåðåäàåò èõ íà âûïîëíåíèå èñïîëíÿþ-
ùåé ñèñòåìå (ÿäðó) Maple 7. Âñå ââîäè-
ìûå êîìàíäû è îòîáðàæàåìûå ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
ñîäåðæèìîå ðàáî÷åãî ëèñòà – îñíîâíî-
ãî äîêóìåíòà, êîòîðûé Maple 7 ñîçäàåò 
è ñ êîòîðûì îí ðàáîòàåò. Ïðè çàâåð-
øåíèè ñåàíñà ðàáîòû åãî ìîæíî ñî-
õðàíèòü íà äèñêå â ôàéëàõ ðàçíûõ 
ôîðìàòîâ, à ïðè î÷åðåäíîì ñåàíñå îò-
êðûòü è ñíîâà âûïîëíèòü âñå êîìàíäû, 
ñîäåðæàùèåñÿ â íåì, èëè ïðîèçâåñòè 
åãî êîððåêòèðîâêó.  

Ðàáî÷èé ëèñò ñîñòîèò èç îáëàñòè 
ââîäà è îáëàñòè âûâîäà. Â ïåðâîì 
ïîëüçîâàòåëü ââîäèò êîìàíäû Maple 7, 
êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ íà âûïîëíåíèå 
ÿäðó ñèñòåìû. Â îáëàñòè âûâîäà îòî-
áðàæàþòñÿ ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ êî-
ìàíä è îïåðàòîðîâ ÿçûêà Maple 7, à 
òàêæå äâóìåðíàÿ è òðåõìåðíàÿ ãðàôè-
êà, ñîçäàâàåìàÿ ãðàôè÷åñêèìè êîìàí-
äàìè Maple 7, åñëè çàäàí ðåæèì âñòàâ-
êè ãðàôèêè â ðàáî÷èé ëèñò, à íå îòî-
áðàæåíèÿ åå â îòäåëüíîì îêíå. 

Ñîäåðæèìîå îáëàñòåé ââîäà è âû-
âîäà îáðàçóåò ãðóïïó âû÷èñëåíèé, èëè 
ïðîñòî ãðóïïó, êîòîðàÿ íà ðàáî÷åì 
ëèñòå îòìå÷àåòñÿ ñëåâà êâàäðàòíîé 
ñêîáêîé. Ãðóïïà âû÷èñëåíèé ìîæåò ñî-
äåðæàòü íåñêîëüêî îáëàñòåé ââîäà è, 
ñîîòâåòñòâåííî, âûâîäà. Îñíîâíîå 
ñâîéñòâî ãðóïïû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî 
âñå åå îïåðàòîðû è êîìàíäû âûïîëíÿ-
þòñÿ çà îäíî îáðàùåíèå ê èñïîëíÿþ-

ùåé ñèñòåìå Maple 7, ò.å. íàæàòèå êëà-
âèøè <Enter> ïðèâîäèò ê âû÷èñëåíèþ 
âñåõ åå îïåðàòîðîâ è êîìàíä. 

Õîòÿ ïðîãðàììà íà Maple 7 è ÿâëÿ-
åòñÿ èíòóèòèâíî ÿñíîé äëÿ ïîíèìàíèÿ 
ñïåöèàëèñòà, èìåþùåãî áàçîâûå çíàíèÿ 
â âûñøåé ìàòåìàòèêå â ðàìêàõ ïðî-
ãðàììû òåõíè÷åñêîãî âóçà, äàäèì âñå-
òàêè íåñêîëüêî ïîÿñíåíèé ê òåêñòó 
ïðîãðàììû îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò 
íàïðÿæåííîñòè äëÿ ïðèäàíèÿ áîëüøåé 
ÿñíîñòè â ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷è ìåòîäîâ. 

Â ïåðâîé ÷àñòè òåêñòà ïðîãðàììû 
óñòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ 
âûðåçà êîíòóðà, ãëóáèíû åãî ðàñïîëî-
æåíèÿ, ïëîòíîñòè ãðóíòà, ìàêñèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ îò êðåïè, êîýô-
ôèöèåíòà Ïóàññîíà. 

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ 
ôóíêöèè êîíòóðà âûðàáîòêè â âèäå ïà-
ðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé äëÿ 
êîîðäèíàò ïî îñè x è y, â äàííîì ñëó÷àå 
ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè ñîãëàñíî óñòàíîâ-
ëåííûì ðàçìåðàì âûðåçà, èçìåíÿåìûì 
ïàðàìåòðîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óãîë ìå-
æäó ðàäèóñ-âåêòîðîì îò öåíòðà ýëëèïñà 
äî òî÷êè íà êîíòóðå è îñüþ àáñöèññ. 
Äëÿ áîëåå óïðîùåííîãî ñëó÷àÿ, ïî êî-
òîðîìó âûïîëíåí ðåàëüíûé ðàñ÷åò ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû Maple 7, âçÿò 
ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýëëèïñà – îêðóæ-
íîñòü, äëÿ êîòîðîé äèôôåðåíöèàë äóãè 
êîíòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòûì ïåðå-
ìíîæåíèåì ðàäèóñ-âåêòîðà íà äèôôå-
ðåíöèàë äóãè êîíòóðà. Äðóãèå çàâèñè-
ìîñòè, èñïîëüçóåìûå íèæå â ïðîãðàììå 
â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñèëüíî óïðîùàþòñÿ. 

Âûðàæåíèå äëÿ SL ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë (ôóíêöèÿ 
int Maple 7) ñ ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâà-
íèÿ îò ëåâîé íèæíåé ãðàíèöû âåðõíåãî 
ïîëóýëëèïñà, ÿâëÿþùèìñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì âûðàæåíèåì êîíòóðà âûðàáîòêè, 
è òî÷êîé S êîíòóðà êàê êîîðäèíàòà 
òî÷êè íà êîíòóðå. Â ýòîì âûðàæåíèè 
ïðèñóòñòâóåò äèôôåðåíöèàë äóãè ïî 
êîíòóðó âûðàáîòêè, â ïðåäñòàâëåíèè 
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êîòîðîãî â Maple 7 ïðèìåíÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ diff. 

Â òåêñòå ïðîãðàììû ðàñ÷åòà ñîñòàâ-
ëÿþùèõ íàïðÿæåíèé â êîììåíòàðèÿõ 
ïðèâåäåíû êîìàíäû Maple 7 äëÿ ðàñ÷å-
òà íàïðÿæåíèé äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ âèäà 
êîíòóðà âûðàáîòêè, è âûïîëíÿåìûå 
êîìàíäû äëÿ ñëó÷àÿ êîíòóðà âûðàáîòêè 
â âèäå ïîëóîêðóæíîñòè. Òàêæå âûäåëå-
íû êîìàíäû ðàñ÷åòà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ 
çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôèêòèâíûõ 
óñèëèé íà êîíòóðå âûðàáîòêè â âèäå 
êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé îáùåãî âèäà è 
äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôèêòèâíûõ óñèëèé 
â âèäå ñïåöèàëüíîãî âèäà êâàäðàòè÷-
íîé ôóíêöèè, ñèììåòðè÷íîé îòíîñè-
òåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè âûðåçà è ïðè-
íèìàþùåé íóëåâîå çíà÷åíèå íà êîíöàõ 
âûðåçà, - äëÿ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé óñèëèé è äîïîëíèòåëüíîé ïî îò-
íîøåíèþ ê íåé ôóíêöèè äëÿ ãîðèçîí-
òàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé óñèëèé, âûáè-
ðàåìîé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ âåê-
òîðíàÿ ñóììà áûëà íàïðàâëåíà ïî 
íîðìàëè ê êðèâîé êîíòóðà âûðåçà. 

Ïðèâåäåííàÿ â êîììåíòàðèÿõ ïðî-
öåäóðà alfa óñòàíàâëèâàåò ñïîñîá ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y) ê 
ìåñòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x', y'), îñü x' 
êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïî íîðìàëè ê 
êîíòóðó âûðàáîòêè â ôèêñèðî-âàííîé 
åãî òî÷êå, çàêëþ÷àþùèéñÿ â îïðåäå-
ëåíèè óãëà α, èçìåðÿåìîãî ïðîòèâ 
÷àñîâîé ñòðåëêè ìåæäó íàïðàâëåíèåì 
îñè àáñöèññ x è íàïðàâëåíèåì íîðìàëè 
ê êîíòóðó âûðàáîòêè â êàêîé–ëèáî 
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå. 

Âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåííîé r1 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè íà êîíòóðå äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â 
ïðîñòðàíñòâå íà ïîëóïëîñêîñòè âîêðóã 
êîíòóðà ñ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì 
íà êîîðäèíàòó òî÷êè ïîëóïëîñêîñòè 
x>=0. Â âûðàæåíèè äëÿ r1 èñïîëüçóåò-
ñÿ ôóíêöèÿ Maple 7 simplify(), îñó-
ùåñòâëÿþùàÿ óïðîùåíèå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûðàæåíèÿ, 
óêàçàííîãî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ýòîé 
ôóíêöèè. 

Äàëåå â ïðîãðàììå äàþòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ðåøåíèé äëÿ íåâåñîìîé ïîëóïëîñ-
êîñòè, îïðåäåëÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå 
íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå (x,y) ïîëóïëîñêîñòè 
îò äåéñòâèÿ åäèíè÷íûõ ñèë (ïî âåðòè-
êàëè – P è ïî ãîðèçîíòàëè – Q) â òî÷êå 
S êîíòóðà. Ýòî ñîîòâåòñòâåííî âûðà-
æåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ Maple 7 del_xP 
(δxp), del_xQ (δxq), del_yP (δyp), del_yQ (yq), 
del_tP (δτp), del_tQ (δτq). Äëÿ öåëåé óïðî-
ùåíèÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé 
çäåñü è äàëåå ïðèìåíÿþòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðûõ âûðà-
æåíèé, âêëþ÷àþùèõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè è ðàäèêàëû, ïîëó÷àåìûå 
ïóòåì èõ ðàçëîæåíèÿ â ìíîãîìåðíûé 
ðÿä Òåéëîðà ñ ïîìîùüþ êîìàíäû 
mtaylor ñèñòåìû Maple 7. 

Ñëåäóþùèì øàãîì ïðîãðàììà ôîð-
ìèðóåò àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ 
σx, σy, τxy ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîí-
òóðó âûðàáîòêè âûðàæåíèÿ, ñîñòàâëåí-
íîãî èç ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåò-
ñòâåííî ôèêòèâíûõ âåðòèêàëüíûõ è ãî-
ðèçîíòàëüíûõ óñèëèé â îïðåäåëåííîé 
òî÷êå êîíòóðà íà çíà÷åíèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ íàïðÿæåíèÿ îò 
âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ óñèëèé 
ñ ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèåì èõ â 
êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé â ìåñòíîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò. 

Äàëåå ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ, îïðå-
äåëÿþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíè-
ìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ ïî 
ñóììå êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé îò íóëÿ 
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðÿæåíèé â ìåñò-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóòåì ïðèâå-
äåíèÿ â íèõ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ îòíîñè-
òåëüíî êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íûõ 
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ôèêòèâíûõ 
óñèëèé íà êîíòóðå âûðåçà ñ ïîìîùüþ 
êîìàíäû collect ñèñòåìû Maple 7 ïîëó-
÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç 
6 óðàâíåíèé ïî îáùåìó ÷èñëó èñêîìûõ 
êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íûõ ôóíê-
öèé. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé âûïîëíÿåòñÿ âûøåóêàçàííîé êî-
ìàíäîé linsolve. 
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Â çàêëþ÷åíèè ïðîãðàììà îïðåäåëÿ-
åò àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîì-
ïîíåíò íàïðÿæåíèé â òÿæåëîé ïîëó-
ïëîñêîñòè ñ âûðåçîì â âèäå äâóìåðíûõ 
ôóíêöèé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå 
êîîðäèíàò (t1,r,z – ñîîòâåòñòâåííî ïî-
ëÿðíûé óãîë, ïîëÿðíûé ðàäèóñ òî÷êè â 
îáëàñòè ïîëóïëîñêîñòè âîêðóã âûðåçà è 
çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè)  

ïóòåì ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé 
íàéäåííûõ âûðàæåíèé äëÿ 
êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷-
íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 
ôèêòèâíûõ óñèëèé â âûðà-
æåíèÿ äëÿ ýòèõ íàïðÿæåíèé. 

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðå-
øåíèé ñ ïîìîùüþ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîìàíä ïîäêëþ-
÷àåìîãî ïàêåòà plots (êîìàíä 
cylinderplot, spacecurve, 
textplot3d, display) âûâîäÿòñÿ 
òðåõìåðíûå ãðàôè÷åñêèå 
ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷å-
ñêèõ âûðàæåíèé äëÿ íàé-
äåííûõ ðåøåíèé, à òàêæå 
âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé. 
Äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ â 
ýòè ãðàôè÷åñêèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ âêëþ÷åíà öèëèíäðè-
÷åñêàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà, 
ôîðìèðóåìàÿ ñ ïîìîùüþ 
ðàçðàáîòàííîé ïðîöåäóðû 

coord_cyl (ðèñ. 2). 
Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, 

ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2, ãðàíèöà êðèòè-
÷åñêîé îáëàñòè ïðîÿâëåíèå ãîðíîãî 
äàâëåíèÿ â äèíàìè÷åñêîé ôîðìå ïðè 
ãëóáèíå Í=600 ì ñîñòàâëÿåò ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé íàïðÿæåíèÿ 35 ÌÏà, äëÿ ãîðèçîí-
òàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé 15 ÌÏà. 

 
ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 

 
1. Àéòìàòîâ È.Ò., Áåêíàçàðîâ Ò.Ñ. è äð. 

Ïðîãíîçèðîâàíèå ãëóáèíû íà÷àëà ïðîÿâëåíèÿ 
äèíàìè÷åñêèõ ôîðì ðàçðóøåíèÿ è ðàäèóñ çî-
íû ðàçðóøåíèÿ âîêðóã âûðàáîòêè ïðè ãîðíîì 
óäàðå. Â êí. Ãîðíûå óäàðû, ìåòîäû îöåíêè è 
êîíòðîëü óäàðîîïàñíîñòè ìàññèâà ãîðíûõ ïî-
ðîä. Ôðóíçå, «Èëèì», 1979. 

2. Ãîðáóíîâ-Ïàñàäîâ Ì.È., Ìàëèêîâà 
Ò.À., Ñîëîìèí Â.È. Ðàñ÷åò êîíñòðóêöèé íà 
óïðóãîì îñíîâàíèè. Ì., Ñòðîéèçäàò, 1984. 
679 ñ. 
3. Mapl 7. Ìàòðîñîâ À.Â. Ðåøåíèå çàäà÷ 
âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Ñ.Ïá: ÁÕÂ-
Ïåòåðáóðã, 2001. 528 ñ.: èë.  

 
 

 
 
 
 

 

   

 
 

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé 
íàïðÿæåíèé âîêðóã âûðàáîòêè 
 

 
Êàçàêîâ À.Í. – àñïèðàíò, 
Ìóõèòäèíîâ Ø.Ð. – êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, 
êàôåäðà «Ìàðêøåéäåðñêîå äåëî è ãåîäåçèÿ», ÒàøÃÒÓ. 

jоро2*о об а"2орах  


