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ÓÄÊ 622.35 
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ÂÎÑÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ  
ÁÀÐÅËÜÅÔÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÏËÎÑÊÎÃÎ  
ÏÎËÓÒÎÍÎÂÎÃÎ ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈß 
ÄËß ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÍÀ ÑÒÀÍÊÀÕ Ñ ×ÏÓ 
 

Ïëîñêîå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå, íà îñíîâå êîòîðîãî âîñïðîèçâîäèòñÿ ìîäåëü 
ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà, îïèñàíî ñêàëÿðíûì ïîëåì. Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ïàðà-
ìåòðîâ ýòîãî ïîëÿ íà ôîðìó ïîâåðõíîñòè ìîäåëè áàðåëüåôà, ñîçäàâàåìîé äëÿ 
ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè íà ñòàíêàõ ñ ×ÏÓ. Èññëåäîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêà-
ëÿðíûõ ïîëåé, ïàðàìåòðû êîòîðûõ îïðåäåëÿþò õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôîðìû ïî-
âåðõíîñòè áàðåëüåôà íà ïåðåõîäíûõ ó÷àñòêàõ. Ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå âåëè÷èíû 
äëÿ îöåíêè ÷åòêîñòè è ðåçêîñòè ïðè âîñïðîèçâåäåíèè ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàðåëüåô, ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. 
 

Ñåìèíàð № 25 

 
ðèíÿòûå òåðìèíû  
è îïðåäåëåíèÿ 

Ðåëüåô (ôðàíö. relief) − ñêóëüïòóð-
íîå èçîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòè.  

Áàðåëüåô (ôðàíö. bas-relief − «íèç-
êèé ðåëüåô») − ñêóëüïòóðíîå èçîáðà-
æåíèå íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîì âû-
ïóêëîå èçîáðàæåíèå âûñòóïàåò íàä 
ïëîñêîñòüþ ôîíà íå áîëåå ÷åì íà ïî-
ëîâèíó ñâîåãî îáúåìà. Ôîðìàëüíî − 
ñêóëüïòóðíîå èçîáðàæåíèå, ìíîæåñò-
âî òî÷åê êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âî âçà-
èìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ 
ìíîæåñòâîì òî÷åê íåêîòîðîé îáëàñòè 
D êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áàðåëüåôà íà òâåð-
äîì ìàòåðèàëå ïîñðåäñòâîì ìåõàíè-
÷åñêîé îáðàáîòêè íà ñòàíêàõ ñ ×ÏÓ 
íåîáõîäèìî ñîçäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ 
ìîäåëü åãî ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé 
çàòåì áóäåò ðàññ÷èòûâàòüñÿ òðàåê-
òîðèÿ äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà. Ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîâåðõíîñòè áà-
ðåëüåôà ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíà 
íà îñíîâå ïëîñêîãî ïîëóòîíîâîãî 
÷åðíî-áåëîãî èçîáðàæåíèÿ. 

Îäíîòîííàÿ îáëàñòü òàêîãî èçî-

áðàæåíèÿ â ïîëíîé ìåðå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ ρ : 

ρ = îòð

ïàä

F

F
, 

ãäå Fîòð  − îòðàæåííûé ñâåòîâîé ïî-
òîê, Fïàä  − ïàäàþùèé ñâåòîâîé ïîòîê.  

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ 
îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ïîëóòîíîâîãî 
èçîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò 
ñòåïåíü ïî÷åðíåíèÿ îäíîòîííîé îá-
ëàñòè èçîáðàæåíèÿ [5]: 

= ρlg(1/ )U  

Âåëè÷èíà îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè â 
ðåàëüíîì èçîáðàæåíèè èçìåíÿåòñÿ îò 
0,03...0,04 (äëÿ ñâåòëûõ îáëàñòåé) äî 
1,6...3,0 (äëÿ òåìíûõ îáëàñòåé).  

Ïîñêîëüêó îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü 
èçîáðàæåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ñêàëÿð-
íàÿ, åå öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â 
âèäå ïëîñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ [1], 
îïðåäåëåííîãî â îáëàñòè D êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè Oxy: 

( )= ,U U x y , (1) 

Ï 
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ãäå ( ) ⊆,x y D . Ïîâåðõíîñòü S áà-

ðåëüåôà ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì s ïëîñêî-
ãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (1) â R3, ò.å. 

→:s U S , ò.å. êàæäîé òî÷êå ïîëÿ ñî-
îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïî-
âåðõíîñòè è êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíî-
ñòè ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà 
ïîëÿ. Ýòî îòîáðàæåíèå ðåàëèçóåòñÿ, 
íàïðèìåð, ïîñðåäñòâîì àôôèííîãî 
ñæàòèÿ ïîëÿ (1) ê êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè Oxy, ò.å. ( )= ⋅ ,S k U x y . Âåëè-

÷èíà êîýôôèöèåíòà ñæàòèÿ k  çàâè-
ñèò îò ñîîòíîøåíèÿ íàèáîëüøåé è 
íàèìåíüøåé âåëè÷èí îïòè÷åñêîé 
ïëîòíîñòè èçîáðàæåíèÿ è çàäàííîé 
ïðåäåëüíîé ðàçíîñòè âûñîò áàðåëüå-
ôà, â ÷àñòíîì ñëó÷àå = ±1k .  

Èññëåäîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (1) 
ïîçâîëÿåò íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ 
áàðåëüåôà âûÿâèòü çàêîíîìåðíîñòè 
åãî ôîðìû è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, 
ââåñòè êîððåêöèþ îïòè÷åñêîé ïëîò-
íîñòè èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. 

Ïóñòü ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé è, ïî êðàéíåé ìåðå, äâàæäû 
äèôôåðåíöèðóåìîé. 

Ïëîñêîå ñêàëÿðíîå ïîëå èìååò 
ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå 
ñåìåéñòâà ëèíèé óðîâíÿ: 

( ) =,j jU x y b , 

ãäå =jb const . 
Â êàæäîé òî÷êå (x, y) ñêàëÿðíîãî 

ïîëÿ (1) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå ãðà-
äèåíòà: 

∂ ∂
= +
∂ ∂

_ _U U
gradU i j

x y
. (2) 

Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ åñòü 
âåêòîð, êîòîðûé íîðìàëåí ê ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x, y) ëèíèè óðîâíÿ 
è óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøå-
ãî ïðèðîñòà ôóíêöèè (1), à ìîäóëü 
ãðàäèåíòà îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ýòîãî 
ïðèðîñòà. 

Êàæäîé òî÷êå èñõîäíîãî ñêàëÿð-
íîãî ïîëÿ (1) ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ãðà-
äèåíò, òî åñòü èìååòñÿ ïëîñêîå âåê-
òîðíîå ïîëå:  

( )= ,gradU U x y . 

Ïîñêîëüêó êàæäîé òî÷êå ïëîñêîãî 
âåêòîðíîãî ïîëÿ ìîæíî ïîñòàâèòü â 
ñîîòâåòñòâèå ìîäóëü âåêòîðà, ñîâåð-
øàåì ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîìó ïîëþ 2U . 

Ìîäóëü ãðàäèåíòà (2):  

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= = + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22

2 ( , )
U U

U x y gradU
x y

    (3) 

Âûðàæåíèå (3) îïèñûâàåò ïëîñêîå 
ñêàëÿðíîå ïîëå.  

Ãðàôè÷åñêè ñêàëÿðíîå ïîëå (3) 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ëèíèé 
óðîâíÿ ( ) =2 ,j jU x y b , ãäå =jb const . 

Îäíàêî, íàèáîëåå íàãëÿäíîå åãî 
ïðåäñòàâëåíèå − â âèäå ïîëóòîíîâîãî 
èçîáðàæåíèÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ jb  áå-
ðóòñÿ ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì, ÷òî 
áóäåò ïîêàçàíî íèæå íà ïðèìåðàõ. 

Ñêàëÿðíîå ïîëå (3) â ñâîþ î÷åðåäü 
â êàæäîé ñâîåé òî÷êå èìååò ãðàäèåíò: 

∂ ∂
= +

∂ ∂

_ _
2 2

2

U U
gradU i j

x y
, (4) 

êîòîðûé â êàæäîé òî÷êå (x, y) îïðåäå-
ëÿåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî ïðè-
ðîñòà ñêîðîñòè ïðèðîñòà ôóíêöèè (1), 
à ìîäóëü ãðàäèåíòà – âåëè÷èíó ýòîãî 
ïðèðîñòà. Âûðàæåíèå (4) îïðåäåëÿåò 
âåêòîðíîå ïîëå. 

Ìîäóëü ãðàäèåíòà (4):  

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= = + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22

2 2
3 2( , )

U U
U x y gradU

x y
  (5) 

Âûðàæåíèå (5) îïèñûâàåò ïëîñêîå 
ñêàëÿðíîå ïîëå. Ãðàôè÷åñêè ñêàëÿð-
íîå ïîëå (5) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñåìåéñò-
âîì ëèíèé óðîâíÿ ( ) =3 ,j jU x y b , ãäå 

=jb const . 
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Ðèñ. 1. Ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïîëÿ ïðè àíàëèçå èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ 
 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññìîòðåíèÿ 
ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîëåé ïðèâå-
äåíà íà ðèñ. 1. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áóäåò êîíå÷íîé, êîãäà 

=( , )iU x y const  äëÿ ëþáûõ ( ) ⊆,x y D  

è, ñîîòâåòñòâåííî, + =1 ( , ) 0iU x y  äëÿ 

( ) ⊆,x y D . 

Àíàëèç âûðàæåíèé íà ðèñ. 1 ïî-
çâîëÿåò ñäåëàòü âûâîäû îòíîñèòåëüíî 
ôîðìû ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà.  

Îáúåì ìàòåðèàëà, ñíèìàåìîãî ïðè 
èçãîòîâëåíèè áàðåëüåôà, îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì: 

( )= ⋅ − σ∫ max

D

V k U U d ,    (6) 

ãäå maxU  − ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 
îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè èñõîäíîãî 
èçîáðàæåíèÿ, U − òåêóùåå çíà÷åíèå 
îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ïî çàâèñèìî-
ñòè (1). 
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Ïðåæäå âñåãî, ïðåäñòàâëÿåò èíòå-
ðåñ õàðàêòåð ôîðìû ïîâåðõíîñòè 
ïðè =iU const . Ðàññìîòðèì ýòè ñëó-
÷àè (ðèñ. 2). 

Ïóñòü =U const . Òîãäà = 0gradU  
è ðåçóëüòàòîì îòîáðàæåíèÿ s áóäåò 
îòñåê ïëîñêîñòè =z const . Äëÿ òàêî-
ãî ó÷àñòêà áàðåëüåôà â îáùåì ñëó÷àå 
òðåáóåòñÿ äâóõêîîðäèíàòíàÿ îáðà-
áîòêà. 

Ïóñòü =2U const . Èç (3) ñëåäóåò  

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22
U U

a
x y

,   (7) 

ãäå =a const . 
Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî 

óðàâíåíèÿ (7) âîçìîæíî ñóùåñòâåííî 
óïðîñòèòü, ñëåäóÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èí-
òåðïðåòàöèè ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî 
ïîëÿ. Âûðàæåíèå (1) â R3 îïèñûâàåò 
ïîâåðõíîñòü. Â ñèëó (7) òàêîé ïî-
âåðõíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü, ëèáî 
îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé, äëÿ 
êîòîðûõ òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ê êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ðàâåí a  [4]. 
Ëèíèÿ ñêàòà ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíà 
ãðàäèåíòó. Îãèáàþùàÿ â òàêîì ñëó÷àå 
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì êðóãîâûì êîíóñîì. 
Èñêîìîå ñêàëÿðíîå ïîëå U  ÿâëÿåòñÿ 
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûì. Ðàññìîò-
ðèì ñå÷åíèå ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ = 0y . Â 

ýòîé ïëîñêîñòè 
∂

=
∂

0
U

y
.  

Òîãäà 

∂
=
∂

_U
gradU i

x
, 

∂
= =

∂2

U
U gradU

x
, 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7) 
ïðèíèìàåò âèä 

∂
=

∂
U

a
x

, îòêóäà = ⋅ +U a x b . 

Çäåñü b  îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ 
óñëîâèé, íàïðèìåð, ðàäèóñà îñíîâà-

íèÿ êîíóñà â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 
Oxy . Ïîâåðõíîñòü áàðåëüåôà áóäåò 
ïðÿìûì êðóãîâûì êîíóñîì, â ÷àñòíîì 
ñëó÷àå − íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü. Ïðè 
ðàññìîòðåíèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 

( ) ⊆,t tx y D  ñëåäóåò ñäåëàòü ïîäñòà-

íîâêó = +2 2
t tx x y .  

Äëÿ òàêîãî ó÷àñòêà áàðåëüåôà òðå-
áóåòñÿ òðåõêîîðäèíàòíàÿ îáðàáîòêà. 

Âàæíîå çíà÷åíèå ïðè âîñïðîèçâå-
äåíèè ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà èìååò 
÷åòêîñòü – âûäåëåíèå íåáîëüøèõ 
(ïî îòíîñèòåëüíîé ïëîùàäè) 
ôðàãìåíòîâ ïîâåðõíîñòè. ×èñëåí-
íî îöåíèòü ÷åòêîñòü âîçìîæíî âåëè-
÷èíîé: 

= δ∫2 2

1

PD D

P U d
S

, 

ãäå pD  − îáëàñòü ïåðåõîäà îò ôîíà ê 

íåáîëüøîìó ôðàãìåíòó, DS  − ïëî-
ùàäü ýòîé îáëàñòè. 

2P  îïðåäåëÿåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü 
èçìåíåíèÿ âûñîòû ðåëüåôà íà ó÷àñò-
êå ïåðåõîäà pD .  

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 
=3U const . Èç (5) ñëåäóåò  

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22

2 2U U
a

x y
,   (8) 

ãäå =a const . 
Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî 

óðàâíåíèÿ (8) óïðîñòèì àíàëîãè÷íî 
ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. 

Òîãäà 
∂

=
∂

2

2

U
a

x
.  

Îòñþäà 
∂

= ⋅ +
∂
U

a x b
x

  

è = ⋅ ⋅ + ⋅ +20,5U a x b x c . 
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Ðèñ. 2. Ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ñêàëÿðíûõ ïîëåé 
 
 

 
 
Ðèñ. 3. Ïðèìåð îáðàáîòêè ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ îáùåãî âèäà 
 
Ïîäáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì 
îáðàçîì, ÷òîáû ïàðàìåòðû b = 0 è c 
= 0. Òîãäà ïîâåðõíîñòü áàðåëüåôà 
áóäåò ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ. Ïðè 
ðàññìîòðåíèè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 

( ) ⊆,t tx y D  ñëåäóåò òàêæå ñäåëàòü 

ïîäñòàíîâêó = +2 2
t tx x y . 

Âàæíîå çíà÷åíèå ïðè âîñïðîèçâå-
äåíèè ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà èìååò 
ðåçêîñòü – âûäåëåíèå ãðàíèö ìå-
æäó ñìåæíûìè ôðàãìåíòàìè ïî-

âåðõíîñòè áàðåëüåôà, îòëè÷àþ-
ùèìèñÿ âûñîòîé ðåëüåôà. ×èñ-
ëåííî îöåíèòü ðåçêîñòü âîçìîæíî âå-
ëè÷èíîé: 

= δ∫3 3

1

PD D

P U d
S

, 

ãäå pD  − îáëàñòü ïåðåõîäà ìåæäó 

ñìåæíûìè ôðàãìåíòàìè, DS  − ïëî-

ùàäü ýòîé îáëàñòè$ 3P  îïðåäåëÿåò 
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ñðåäíåå óñêîðåíèå èçìåíåíèÿ âûñîòû 
ðåëüåôà íà ó÷àñòêå ïåðåõîäà pD . 

Â ñèëó ñëîæíîñòè ðåàëüíûõ ïî-
ëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé, èñïîëü-
çóåìûõ äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ïî-
âåðõíîñòåé áàðåëüåôîâ, ìîäåëè-
ðîâàíèå ñêàëÿðíûõ ïîëåé â îáùåì 
ñëó÷àå âîçìîæíî ïîñðåäñòâîì 
ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîãî èçîáðà-
æåíèÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè íàè-
ìåíüøèõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ – 
ïèêñåëåé. Êàæäîìó ïèêñåëþ èçî-
áðàæåíèÿ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå 
çíà÷åíèå îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè íà 
ïîëóòîíîâîì êëèíå [3], ïðè ýòîì 
êëèí èìååò 16 ãðàäàöèé îïòè÷å-
ñêîé ïëîòíîñòè, ÷òî â êîäàõ ïèê-
ñåëåé ñîîòâåòñòâóåò äèàïàçîíó îò 
0 äî 255. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîèì 
ìàòðèöó óðîâíåé äëÿ èñõîäíîãî 
ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ: 

=

1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,

,1 ,2 ,

...

...
( , )

... ... ... ...

...

j

j

i i i j

U U U

U U U
U i j

U U U

. (9)  

Ìàòðèöà ( , )U i j  ÿâëÿåòñÿ äèñêðåò-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì èñõîäíîãî ïîëó-
òîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ 
àíàëîãîì îïèñàíèÿ (1). Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ìîäóëÿ ãðàäèåíòà íàõîäèì ïåð-
âûå ïðÿìûå ðàçíîñòè çíà÷åíèé óðîâ-

íåé ïèêñåëåé êàê àíàëîãîâ 
∂
∂
U

x
 è 

∂
∂
U

y
: 

+∆ = −( , 1) ( , )( , )x i j i jU i j U U , 

+∆ = −( 1, ) ( , )( , )y i j i jU i j U U . 

Ïðè ýòîì øàã ïî îñÿì êîîðäè-
íàò ñ÷èòàåì ðàâíûì åäèíèöå. Òî-
ãäà ìîäóëü ãðàäèåíòà ïðèìåò çíà-
÷åíèå: 

( ) ( )

= =

= ∆ + ∆

2

22

( , )

( , ) ( , )x y

U i j gradU

U i j U i j
. 

Ìàòðèöà 2 ( , )U i j  ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñêàëÿð-
íîãî ïîëÿ (3). Àíàëèçèðóÿ ýòó ìàò-
ðèöó, íà áàðåëüåôå ìîæíî âûäå-
ëèòü îáëàñòè ïåðåõîäà ìåæäó 
ôðàãìåíòàìè ïîâåðõíîñòè ñ ðàç-
ëè÷íîé âûñîòîé è îöåíèòü ñêî-
ðîñòü ýòîãî ïåðåõîäà.  

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ãðàäèåí-
òà 3 ( , )U i j  íàõîäèì âòîðûå ïðÿìûå 
ðàçíîñòè çíà÷åíèé óðîâíåé ïèêñåëåé 

êàê àíàëîãîâ 
∂
∂

2U

x
 è 

∂
∂

2U

y
: 

∆ = ∆ + − ∆2 ( , ) ( , 1) ( , )x x xU i j U i j U i j ,  

∆ = ∆ + − ∆2 ( , ) ( , 1) ( , )y y yU i j U i j U i j . 

Ñîîòâåòñòâåííî, 

( ) ( )
= =

= ∆ + ∆

3 2

2 22 2

( , )

( , ) ( , ) .x y

U i j gradU

U i j U i j
 

Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòðèöå (9) èñ-
ïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ìåòîäû îáðà-
áîòêè èçîáðàæåíèé [2]. 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïðèìåð îáðà-
áîòêè ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ 
îáùåãî âèäà. 

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå 
âèäû èñõîäíûõ èçîáðàæåíèé, îïòè÷å-
ñêèå ïëîòíîñòè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ 
àíàëèòè÷åñêè. 

Ïóñòü èñõîäíîå èçîáðàæåíèå îïè-
ñûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîëåì îïòè÷å-
ñêîé ïëîòíîñòè âèäà  

( )= +2 2U U x y . Ïîëóòîíîâîå èçî-

áðàæåíèå ýòîãî ïîëÿ ïðèâåäåíî íà 
ðèñ. 4, à. Ëèíèÿìè óðîâíÿ òàêîãî ïî-
ëÿ ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæ-
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íîñòè ( )= + =2 2U U x y const . Â ñè-

ëó öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ïîëÿ, åãî 
ãðàäèåíò âîçìîæíî îïðåäåëèòü, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ëþáîå ñå÷åíèå ïîëÿ âåð-
òèêàëüíî-ïðîåöèðóþùåé ïëîñêîñòüþ, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. 
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ýòîãî ñêàëÿðíîãî 
ïîëÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ = 0y  

(ðèñ. 4á). Â ýòîé ïëîñêîñòè 
∂

=
∂

0
U

y
. 

Òîãäà 
∂

=
∂

_U
gradU i

x
, 

∂
= =

∂2

U
U gradU

x
, 

∂ ∂
= =

∂ ∂

2_ _
2

2 2

U U
gradU i i

x x
. 

Íà ðèñ. 4, ã ïðèâåäåíà çàâèñè-

ìîñòü 
∂
∂
U

x
. Ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäå-

ëÿåò ñêàëÿðíîå ïîëå 2U  (ðèñ. 4, â). 
Íà ðèñ. 4, å ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü 
∂

∂ 2

2U

x
. Ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåò 

ñêàëÿðíîå ïîëå 3U  (ðèñ. 4, ä). 

Ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíûõ ïîëåé 2U  è 

3U  ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáëàñòè 
êîððåêöèè èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ 
äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷åòêîñòè âûäåëåíèÿ 
ìåëêèõ ôðàãìåíòîâ ïîâåðõíîñòè è 
ðåçêîñòè ãðàíèö ìåæäó ñìåæíûìè 
ôðàãìåíòàìè. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 
ãðàíèö îáëàñòåé êîððåêöèè äëÿ ôîð-
ìû ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà â êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè Oxy, ïðîâîäèòñÿ 
êîððåêöèÿ îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè èñ-
õîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîð-
ðåêòèðóþùèõ ôóíêöèé äëÿ âåëè÷èí 

2U  è 3U , ëèáî ââåäåíèåì êîýôôèöè-

åíòîâ êîððåêöèè äëÿ âåëè÷èí 2U  è 

3U . Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøåå êî-

ëè÷åñòâî ðàç äèôôåðåí-
öèðóåìà  
 
ôóíêöèÿ (1), òåì ïðîùå 
ôîðìà ïîâåðõíîñòè áà-
ðåëüåôà. Äåéñòâèòåëüíî, 
ïóñòü (1) èìååò âèä 

= ⋅U k y  (ðèñ. 5, à). Ëèíèè 
óðîâíÿ òàêîãî ïîëÿ ïðèâå-
äåíû íà ðèñ. 4, á.  

Òîãäà =gradU k j , 

= =2U gradU , 

= =k const =2 0gradU . 

Ñêàëÿðíîå ïîëå 2U  ãðàôè÷åñêè 

ïîêàçàíî íà ðèñ. 5, â, áàðåëüåô − íà 
ðèñ. 5, ã. Áàðåëüåô ïðåäñòàâëÿåò îò-
ñåê ïëîñêîñòè, íàêëîíåííîé ê êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy.  

Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïîëå îïòè÷åñêîé 
ïëîòíîñòè èìååò âèä 

= − + +
0 2 2

0
n

U
U x y U

x
 (ðèñ. 6, à). 

Ñå÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòüþ = 0y  ïðèâåäåíî íà 
ðèñ. 6, á. Â ýòîé ïëîñêîñòè 

= −
_

0

n

U
gradU i

x
. Â ñèëó öåíòðàëüíîé 

ñèììåòðèè ïîëÿ = = =0
2

n

U
U gradU

x
= 

 
 

Ðèñ. 4. Ñêàëÿðíûå ïîëÿ: à) 
èñõîäíîå ïîëóòîíîâîå èçîáðà-
æåíèå, á) ñå÷åíèå ñêàëÿðíîãî 

ïîëÿ ( )= +2 2U U x y , â) ãðà-

ôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ 2U , ã) 1-ÿ ïðîèç-

âîäíàÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ  2U  â 

ïëîñêîñòè = 0y , ä) ãðàôè÷å-
ñêîå èçîáðàæåíèå ñêàëÿðíîãî 
ïîëÿ 3U , å) 2-ÿ ïðîèçâîäíàÿ 

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 3U  â ïëîñêî-

ñòè = 0y  
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const, =2 0gradU . 

 
 

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ôîðìû ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà îò èñõîäíîãî ïîëóòîíîâîãî 
èçîáðàæåíèÿ: à) èñõîäíîå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå, á) ëèíèè óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 

= ⋅U k y , â) ñêàëÿðíîå ïîëå ìîäóëÿ ãðàäèåíòà, ã) ïîâåðõíîñòü áàðåëüåôà 
 
 

 
 
Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ôîðìû ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà îò èñõîäíîãî ïîëóòîíîâîãî 
èçîáðàæåíèÿ: à) èñõîäíîå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå, á) ñå÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 

= − + +
0 2 2

0
n

U
U x y U

x
, â) ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà 

 
 

 
 

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ôîðìû ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà îò èñõîäíîãî ïîëóòîíîâîãî 
èçîáðàæåíèÿ: à) èñõîäíîå ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå, á) ñå÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ 

= − −2 2 2U R x y , â) ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà 
 
 

Áàðåëüåô ïðåäñòàâëÿåò îòñåê 
ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà (ðèñ. 
6, â). Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïîëå îïòè-

÷åñêîé ïëîòíîñòè èìååò âèä 

= − −2 2 2U R x y  (ðèñ. 7, à). Ñå-
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÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòüþ = 0y  ïðèâå-
äåíî íà ðèñ. 7, á.  

 
Áàðåëüåô ïðåäñòàâëÿåò îòñåê ýëëèï-
ñîèäà, â ÷àñòíîì ñëó÷àå – ñôåðû (ðèñ. 
7, â).  

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñêàëÿðíûõ ïîëåé îïðåäå-
ëÿþò ôîðìó ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà, à 
òàêæå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîëè÷åñò-
âåííûå îöåíêè åå èçìåíåíèÿ íà ïåðå-
õîäíûõ ó÷àñòêàõ. Îáúåêòèâíàÿ îöåíêà 
ôîðìû ïîâåðõíîñòè áàðåëüåôà íà ñòà-
äèè ïðîåêòèðîâàíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü 
èçáåæàòü íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïî-
âûñèòü êà÷åñòâî èçäåëèÿ. 
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x
gradU i
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=2U gradU , 

( )
∂ ∂

= = = −
∂ ∂ −

2 2_ _ _
2

2 2 1,52 2

U U R
gradU i i i

x x R x
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