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ÓÄÊ 621.396.945 

Í.Å. Öàïåíêî  

ÏÀÄÅÍÈÅ ÏËÎÑÊÎÉ ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ  
ÂÎËÍÛ ÍÀ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÉ ÑËÎÉ 

Âûâåäåíû íîâûå ôîðìóëû ïðèáëèæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò ïëîñêîé 
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ó÷èòûâàþùèå îòíîñèòåëüíóþ 
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Äàíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ è óñëîâèÿ ïîëíîé ïðîçðà÷íîñòè è ïîëíîé íåïðî-
çðà÷íîñòè äèýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà, ôàçîâûé èíòåãðàë, òî÷êè ïîâîðîòà, âîëíî-
âîå ñîïðîòèâëåíèå, êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ, ýëåêòðîäèíàìèêà. 

 
 

 
 
àäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêîé âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìîæíî 
îòíåñòè ê ãðóïïå òðàäèöèîííûõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷. Âåñüìà 

÷àñòî ê íåé ñâîäÿòñÿ áîëåå îáùèå ïðîáëåìû. Â òîé èëè èíîé ñòåïåíè îíà çà-
òðàãèâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðàôèÿõ 
(ñì., íàïðèìåð, [1], [2]). 

Õîðîøî ðàçðàáîòàíû äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ: â âè-
äå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèè è â âèäå èòåðàöèîííûõ ðÿäîâ. Âî ìíîãèõ 
ñëó÷àÿõ â îñíîâíîì äëÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ ïîëåé â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû äàþò óæå ïåðâûå ÷ëåíû ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå 
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òàê íàçûâàåìûå ÂÊÁ-ôîðìóëû èëè êàêèå-ëèáî èõ ìî-
äèôèêàöèè. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îòêëîíÿÿñü îò îáùåïðèíÿòûõ ìåòîäîâ, äëÿ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ïîëÿ âûâîäÿòñÿ ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ, óòî÷íÿþùèå ÂÊÁ-ðåøåíèÿ ñ 
ïîìîùüþ ïîïðàâîê ê ôàçîâîìó èíòåãðàëó, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ïåðâûé ïîðÿäîê 
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íåîäíîðîäíîé 
ñðåäû. 

Âûâîä ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë 
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ìîíîõðîìàòè÷å-

ñêèõ ïëîñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñðåäå ñ ïàðàìåòðàìè, ìåíÿþùèìèñÿ 
âäîëü íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ, ñ êîòîðûì îòîæäåñòâèì îñü õ 
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. 

y z
a z a y

dH dE
i x E i x H

dx dx
( ) , ( )= ωε = ωµ .  (1) 

ãäå ω − êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèè, εà − àáñîëþòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü ñðåäû, µà − àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû. 

Ââîäÿ âåëè÷èíû 
x x

a a
x x

k x dx x x dx
0 0

( ) ( ) ( ) ,ξ = = ω ε µ∫ ∫  

Ç 
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a

a

x
W

x

( )

( )

µ
=

ε
, 

íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, ôàçîâûì èíòåãðàëîì è âîëíîâûì ñîïðîòèâëåíè-
åì, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1) â âèäå 
dH i dE

E iWH
d W d

, .= =
ξ ξ

                                                                                   (2) 

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ 

E
Z P EH

H
, ,= =   

P
E PZ H

Z
, ,= =                                                                (3) 

è çàìåíèì ñèñòåìó (2) íåëèíåéíîé ñèñòåìîé, ñâÿçûâàþùåé ôóíêöèè Z è P: 

dZ W Z dP W Z
i i

Z d Z W P d Z W

1 1
, ,

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

èëè 
dZ W

ish
Z d Z

1
2 ln ,

⎛ ⎞= ⎜ ⎟ξ ⎝ ⎠
 

dP W
ich

P d Z

1
2 ln

⎛ ⎞= ⎜ ⎟ξ ⎝ ⎠
.                                        (4) 

Çàäàâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 

Z x W x W P x0 0 0( ) ( ) , ( ) 1= = =  

è ïîëàãàÿ, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ Z áëèçêà ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì ê âîëíîâîìó 
ñîïðîòèâëåíèþ W (ïî êðàéíåé ìåðå â îêðåñòíîñòè òî÷êè õ = õ0), îò (4) ïåðå-
õîäèì ê ïðèáëèæåííîé ñèñòåìå 

dZ W dP
i i

Z d Z P d

1 1
2 ln , 2 .= =

ξ ξ
 

Îòêóäà 
iZ We P e2, ,−ς ξ= =                                                                                           (5) 

ãäå i idW
e e d

W d
2 2

0

1
.

ξ
− ξ ξς = ξ

ξ∫                                                                                (6) 

Âíîñÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (3), ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ êîìïîíåíò â âèäå 

i iE Ze H e
Z

1
, .ξ ξ= =                                                                                    (7) 

Äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2), ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñ äàííûì, ïîëó÷à-
åòñÿ çàìåíîé â íåì k íà − k è Í è − Í. 

Âèäèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ïëîñêîé âîëíû îòëè-
÷àþòñÿ îò îáû÷íîãî ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ íàëè÷èåì ìíîæèòåëÿ, ó÷èòûâàþùåãî 
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Åñëè ñðåäà îáëàäà-
åò íàñòîëüêî ñëàáîé íåîäíîðîäíîñòüþ, ÷òî äîïóñòèìî ïðåíåáðåæåíèå ñêîðî-
ñòüþ èçìåíåíèÿ åå ïàðàìåòðîâ, òî ýòîò ìíîæèòåëü îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó. 
Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå (7) îñòàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òàê íàçûâàå-
ìûõ òî÷êàõ ïîâîðîòà (â òî÷êàõ îáðàùåíèÿ â íóëü ôóíêöèè k(õ)), ÷òî ñóùåñòâåííî 
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ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÂÊÁ-ðåøåíèåì, êî-
òîðîå ðàçðóøàåòñÿ â ýòèõ òî÷êàõ. 

Îòðàæåíèå îò íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ôîð-
ìóëû, ïðîàíàëèçèðóåì âîëíîâîé ïðîöåññ, ïðîòåêàþùèé â íåîäíîðîäíîì äè-
ýëåêòðè÷åñêîì ñëîå êîíå÷íîé òîëùèíû à, íà êîòîðûé ñëåâà ïàäàåò ïëîñêàÿ 
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà. 

Ïðèìåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ñðåäû: a x0 ( ),ε = ε ε  a const0 ,µ = µ =  ãäå 0 0,ε µ  

− âàêóóìíûå ïîñòîÿííûå. Âîçìîæíûé âèä çàâèñèìîñòè x( )ε  ïðåäñòàâëåí íà ðè-
ñóíêå. 

Âûïèøåì ñîñòàâëÿþùèå ïëîñêîé âîëíû îòäåëüíî äëÿ âñåõ òðåõ îáëàñ-
òåé. 

Â îáëàñòè õ < 0 

ik x ik x ik x ik xA B
E A W e B W e H e e

W W
, .− − − −

− −

− −

= + = −  

Â îáëàñòè 0 < x < a 

i i i iA A
E A Z e A Z e H e e

Z Z

* 1 2
1 2 *

, .ξ − ξ ξ − ξ= + = −  

Â îáëàñòè õ > a 

ik x ik xC
E C W e H e

W
, .+ +− −

+

+

= = −  

Çäåñü À, Â, À1, À2, Ñ − ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. 
Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R è êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ Ò 

íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê îòíîøåíèÿ àìïëèòóä îòðàæåí-
íîé è ïðîøåäøåé âîëí ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ê àìïëèòóäå ïàäàþùåé âîëíû, 
ò.å. 

C WA
R T

B B W
, .+

−

= =  

 

 

ε(x)

ε(0)
ε1

0 а

ε(а)

ε2

х 
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí íàäî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðàÿ âûòåêàåò èç 
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ õ = 0 è õ = à. Âûïîëíÿÿ 
íàäëåæàùèå àëãåáðàè÷åñêèå äåéñòâèÿ, íàéäåì ÷òî 

RR T t R, (1 ),
∆

= = +
∆

 ãäå 

 isW W WZ Z a Z
e

W Z W WZ a Z

* *

* *

(0) ( ) (0)

(0) ( ) (0)
−− + −

− + −

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ = − − − − ×⎢⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ik aisWZ a
e e

W Z a

( )
,

( )
+−−+

+

⎤⎛ ⎞
× − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

 

 

is
R

W W WZ Z a Z
e

W Z W WZ a Z

* *

* *

(0) ( ) (0)

(0) ( ) (0)
−− + −

− + −

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ = − × − − − ×⎢⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ik aisWZ a
e e

W Z a

( )
,

( )
+−−+

+

⎤⎛ ⎞
× − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

 

( )ik a

is is

Z a Z a e
t

Z a Z a
Z Z a e Z Z a e

W W

*

* *
* *

( ) ( )

( ) ( )
1 (0) ( ) 1 (0) ( )

+

− −

+ +

+
=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

a a

S k x dx x dx0 0
0 0

( ) ( ) .= = ωε µ ε∫ ∫  

Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè õ0 âçÿòü õ0 = 0, òî âûðàæåíèÿ (5) è (6) äàþò 
iZ W Z a W a e(0) (0), ( ) ( ) ,η+ θ= =   

ãäå 
s sd d

s d s d
d d0 0

1 1 1 1
cos2( ) , sin2( ) .

2 2

ε ε
η = ξ − ξ θ = ξ − ξ

ε ξ ε ξ∫ ∫  

Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âûÿñíåíèå óñëîâèé, êîãäà íåîäíîðîä-
íûé ñëîé ñîâñåì íå äàåò îòðàæåíèÿ, ò. å. êîãäà R = 0 è íàïðîòèâ, êîãäà îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåïðîçðà÷íûì, ò. å. Ò = 0. 

Íåîòðàæàþùèé ñëîé õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì R 0∆ = , 

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç äâóõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé 

s
a

e
s

cos
( ) 2

,
(0)

cos
2

η−

+

θ⎛ ⎞+⎜ ⎟ε ε ⎝ ⎠=
θε ε ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

  
s

a
e

s

sin
( ) 2

(0)
sin

2

η−

+

θ⎛ ⎞−⎜ ⎟ε ε ⎝ ⎠=
θε ε ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

.                            (8) 
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Òàê êàê ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, òî ïîëíûé ôà-

çîâûé èíòåãðàë S íå äîëæåí ðàâíÿòüñÿ n
2

π
 (n = 0, 1, 2 …). Ïîýòîìó, åñòåñò-

âåííî ñâÿçàòü ÷àñòîòû è òîëùèíó íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ óñëîâèåì 

a

S x dx n0 0
0

1
( ) .

2 2

π ⎛ ⎞= ω ε µ ε = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫                                                                     (9) 

Òîãäà èç óðàâíåíèé (8) íàõîäèì 

ntg e
a

( 1) , .
(0) 4 2 ( )

−η− +ε επ θ⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟ε ε⎝ ⎠
                                                             (10) 

Íåïðîçðà÷íûé ñëîé õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì R∆ = −∆ , 

êîòîðîå ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñîêðàùåíèé ïðèîáðåòàåò âèä 

s i e s
a

cos sin 0.
2 ( ) 2

η+εθ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Èç íåãî âûòåêàþò óñëîâèÿ 

s n n m
1

, ( 2 ),
2 2 2

π π⎛ ⎞= + θ = − + π +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

n m( , 0, 1, 2, ...)= ± ± .                                                                                  (11) 

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî íåïðîçðà÷íîñòè ñëîÿ íå íàëàãàåò íèêàêèõ îãðàíè÷å-
íèé íà âåëè÷èíû ñêà÷êîâ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íà ãðàíèöàõ ñëîÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû äâå ãðóïïû óñëîâèé (9), (10) è (11), îòíîñÿùèå íå-
îäíîðîäíûé ñëîé, ñîîòâåòñòâåííî, ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ: íåîòðàæàþùåìó è 
íåïðîçðà÷íîìó. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà ïîëíîãî 

ôàçîâîãî èíòåãðàëà îäíà è òà æå, à èìåííî S n
1

2 2

π ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Îïðåäåëÿþùèì æå 

ôàêòîðîì ïðèíàäëåæíîñòè ñëîÿ ê òîìó èëè èíîìó òèïó ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå àð-
ãóìåíòà êîìïëåêñà Z(a). Ýòî çíà÷åíèå çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè èçìå-
íåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû è ïîýòîìó ìîæåò ñëóæèòü èíòå-
ãðàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè åå íåîäíîðîäíîñòè. 

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè, ò. å. â ðàìêàõ ÂÊÁ-ìåòîäà, íèêàê íåëüçÿ ðàçëè÷àòü ñëîèñòûå ñòðóêòóðû 
ïî èõ ñïîñîáíîñòè íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ ïðîïóñêàòü ýëåêòðîìàãíèò-
íóþ ýíåðãèþ èëè íàïðîòèâ ïîëíîñòüþ åå îòðàæàòü. Àïðèîðíàÿ æå èíôîð-
ìàöèÿ îá ýòèõ ñâîéñòâàõ âåñüìà âàæíà ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ 
çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè. 
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Òåõíîëîãè÷åñêèå ïîêàçàòåëè îáîãàùåíèÿ îêèñëåííûõ ìåäíûõ ðóä,  ââèäó îòñóòñòâèÿ âûñîêî-
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íîëîãè÷åñêàÿ ñõåìà è ðåæèì îáîãàùåíèÿ îêèñëåííûõ ìåäíûõ ðóä, ñîäåðæàùèõ õðèçîêîëëó è äðó-
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solution of formaldehyde that allows to receive high technological results is offered 
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