
 111 

© Â.Ô. Äåìèí, Ò.Â. Äåìèíà, 2013 
 

ÓÄÊ 622.831 

Â.Ô. Äåìèí, Ò.Â. Äåìèíà 

ÀÄÀÏÒÀÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÏÏÀÐÀÒÀ  
ÏÎ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈÞ ÎÆÈÄÀÅÌÛÕ  
ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ ÂÁËÈÇÈ ÏÎÄÇÅÌÍÎÉ ÂÛÐÀÁÎÒÊÈ 

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âìåùàþ-
ùèõ ïîðîä â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè ñëîÿ ëåãêîîáðóøàþùèõñÿ ïîðîä ïðè ðàç-
íîé äëèíå àíêåðèðîâàíèÿ ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ áîêîâûõ ïî-
ðîä ïî çîíàì èõ ðàñïîëîæåíèÿ. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîðíûé ìàññèâ, àíêåðíîå êðåïëåíèå, àíêåðèðîâàíèå, âìåùàþ-
ùèå ïîðîäû. 

 

 
 

àèáîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ îæèäàåìûõ íàïðÿæåíèé 
âáëèçè ïîäçåìíîé âûðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ ðåîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü, ó÷èòû-

âàþùàÿ äîëãîâå÷íîñòü ïîðîä. 
Ïîä äîëãîâå÷íîñòüþ ïîðîäû, ïîíèìàåòñÿ äëèòåëüíîñòü ñîõðàíåíèÿ ïðî÷íî-

ñòè ïîðîä, ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê ìåíüøèõ ìãíîâåííîé ïðî÷íîñòè. 
Êðîìå òîãî, ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ó÷èòûâàþò ñâîéñòâî ïîëçó÷åñòè ãîðíûõ ïî-
ðîä, èõ ñïîñîáíîñòü äåôîðìèðîâàòüñÿ âî âðåìåíè ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæå-
íèÿõ. Â ñâîþ î÷åðåäü, â âÿçêîì ýëåìåíòå íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ñêî-
ðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ 
σ=ή dέ / dt (1) 

ãäå ή- êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè, Ïà*ñ. 
Âåëè÷èíà îáðàòíàÿ âÿçêîñòè, ÿâëÿåòñÿ òåêó÷åñòüþ. Âÿçêîñòü õàðàêòåðèçóåò-

ñÿ òàêæå êîýôôèöèåíòîì êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè [1] 


 


 (2) 

ãäå ρ – ïëîòíîñòü. 
Åäèíèöà èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòà êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè: ì2/ñ; ñì2/ñ. 
Äåôîðìàöèÿ   ñêëàäûâàåòñÿ èç óñëîâíî-ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè 0 è äå-

ôîðìàöèè, ðàçâèâàþùåéñÿ âî âðåìåíè  (t). Ïðè çàòóõàþùåé ïîëçó÷åñòè d /dt 
0, ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèå äåôîðìàöèè  (t) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷-
íîìó çíà÷åíèþ  =ñonst, çàâèñÿùåìó îò âåëè÷èíû íàãðóçêè. 

Ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè 0 , äåôîðìà-

öèè íåóñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè 1 , äåôîðìàöèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè 

2  è äåôîðìàöèè ïðîãðåññèðóþùåãî òå÷åíèÿ [2]. 
Ñîãëàñíî òåîðèè íàñëåäñòâåííîé ïîëçó÷åñòè äåôîðìàöèÿ çàâèñèò íå òîëüêî 

îò âåëè÷èíû íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùåãî â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè, 
íî è îò èñòîðèè ïðåäøåñòâóþùåãî äåôîðìèðîâàíèÿ. 

Í 
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Îñíîâíûå ðåîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä [3]: 


 

   
 


0 0

1 ( )
t

K t dt
G

,  (3) 



 
    

 
0
0

1 ( )
t

G R t dt ,  (4) 

ãäå Ê è R – ÿäðà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íàñëåäñòâåííîé ïîëçó÷åñòè 
Äëÿ îïèñàíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ â óðàâíåíèå 

ñîñòîÿíèÿ çàïèñûâàþò â âèäå ñâÿçè ìåæäó äåôîðìàöèåé  , íàïðÿæåíèåì ê è 
âðåìåíåì t, èëè â âèäå ñâÿçè ìåæäó ñêîðîñòüþ äåôîðìèðîâàíèÿ  , íàïðÿæå-
íèÿ ê è âðåìåíè t, èëè â âèäå ñâÿçè ìåæäó  , ê è  . 

Ôèçè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îáúåìíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíî-
äåôîðìèðóåìîãî óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàññèâà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì 
îáðàçîì [3]: 

         
1 2 3 4 5H H D DD D D D ,  (5) 

ãäå            1 2 0 3 4 5 0 01, , *, 2 , 2t G G t ; t0 — âðåìÿ ðåëàêñàöèè;  * — 
èìååò ðàçìåðíîñòü íàïðÿæåíèÿ è õàðàêòåðèçóåò ïðåäåëüíîå íàïðÿæåííîå ñî-
ñòîÿíèå ïðè ïåðåõîäå ïîðîäíîãî ìàññèâà èç îäíîãî ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ 
(DH<*) â äðóãîå (DH>*)); ÍD  è  HD  — ñîîòâåòñòâåííî, äåâèàòîð íàïðÿæåíèé 

è äåâèàòîð ñêîðîñòåé íàïðÿæåíèÿ; DD  è  DD  — ñîîòâåòñòâåííî, äåâèàòîð äå-

ôîðìàöèé è äåâèàòîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé;   0 /G G — äëèòåëüíûé èëè 
ñòàòè÷åñêèé ìîäóëü ñäâèãà; G0 — ìãíîâåííûé èëè äèíàìè÷åñêèé ìîäóëü ñäâè-
ãà;   — ðåîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð. 

Äåâèàòîð íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

     
       
     

, ,

, ,

, ,

x CP XY XZ

H YX Y CP YZ

ZX ZY Z CP

D  (6) 

ãäå       ñð

1
( )

3 X Y Z  – ñðåäíåå íàïðÿæåíèå, ÌÏà. 

Ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ðàâíî 

    max 1 3

1
( )

2
 (7) 

Èç òåíçîðà íàïðÿæåíèé ìîæíî òðè êîìáèíàöèè, òàê íàçûâàåìûå èíâàðè-
àíòû 

             1 1 2 3 03x y zI  

                        2 2 2
1 1 2 2 3 3 1( )x y y z z x xy yz zxI   (8) 

                    2 2 2
1 1 2 32x y z xy yz zx x yz y zx z xyI . 
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Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åå äå-
êàðòîâû êîîðäèíàòû 


               
         

     
         

2 2 2
1 2 3 2

1 2 3 1

2 1 3

1 3

( ) ( ) ( )

3 3
( ) 3

3 3

23
3

cp cp cp i

cp

r J

z I

arctg

 (9) 

Ïðè çàäàíèè ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé èì ïðèñâàèâàþò íîìåðà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì 

    1 2 3 . (10) 

Îáúåìíîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìîæíî âûðàçèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì 

                      ;
T T

x y z xy yz zx x y z xy yz zx  

 

    
    
  
 

  
         

 
   
 

1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 2
0 0 0 0 0

2(1 2 )(1 )
1 2

0 0 0 0 0
2

1 2
0 0 0 0 0

2

E
D   (11) 

Â ñâîþ î÷åðåäü óïðóãèå êîíñòàíòû Ëÿìå λ è μ, ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ Ê, 
ìîäóëü Þíãà Å ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì 

   
  
 
  
 

  
    

2 (1 )

2
,

1 2

2 (1 )
3(1 2 ) 3(1 2 )

E G

G

G

G E
K

 (12) 

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êóëîíà âåëè÷èíà ïðåäåëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæå-
íèÿ τ íà ïëîùàäêå â çàâèñèìîñòè îò íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 

    C tg  (13) 

Íàïðÿæåíèÿ τ è σ íà ïëîùàäêàõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ ñ 
ïîìîùüþ ôîðìóë ïîâîðîòà îñåé 
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    

    

2 2
1

1 3

sin 3cos ;

1
( ) sin2

2

a a

a
 (14) 

ãäå à – óãîë ìåæäó ïëîùàäêîé è íàïðàâëåíèåì äåéñòâóþùåãî íàïðàâëåíèÿ 
Ñîãëàñíî òåîðèè ïðî÷íîñòè – ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé èëè 

êðèòåðèÿ Êóëîíà-Òðåñêà ðàçðóøåíèå òåëà ïðîèñõîäèò â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ 
ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé  maxê  ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû  ( )s Kp  — 

ïðåäåëà òåêó÷åñòè (ðàçðóøåíèÿ): 

  ki Kp , (15) 

  
  2 3

1 ;
2K  

  
  3 1

2 ;
2K  

  
  1 3

3 2K ; (16) 

    1 2 3;  
   

    1 3
max 32 2

S
ê K ,  (17) 

Âçàèìîñâÿçü ìåæäó âðåìåíåì ðåëàêñàöèè   (äîëãîâå÷íîñòè, âðåìåíè äî 
ðàçðóøåíèÿ), òåìïåðàòóðîé èñïûòûâàåìîãî òåëà Ò è äåéñòâóþùåé âíåøíåé íà-
ãðóçêîé   ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê [3] 

 
   0 max

0

2
exp

U

kT
 (18) 

ãäå 0  — ïåðèîä òåïëîâûõ êîëåáàíèé àòîìîâ; U0 – íà÷àëüíûé àêòèâàöèîííûé 

áàðüåð; k – êîíñòàíòà Áîëüöìàíà;  — ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð. 
Ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèé (15, 

16, 17). 
Â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèå êîððåëÿöèîííûå çàâèñèìîñòè [3] 

    6 1,4 23,55 10 ,Äæ/ìîëü ìì /ñæ êã, (19) 

     5
0 (2,18 0,0085 ) 10ñæU , Äæ/ìîëü, (20) 

  1,40 ñæ , ÌÏà. (21) 

Ðàññìîòðåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïîëîæåí â îñíîâó ðàçðàáîòàííîé 
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû. 

Èññëåäóåìàÿ îáëàñòü äåëèòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå áëîêè è ïîëàãàåòñÿ, ÷òî 
ñâîéñòâî áëîêà ñîâïàäàåò ñî ñâîéñòâàìè âñåãî ìàññèâà. Íà êàæäîì ýëåìåíòàð-
íîì áëîêå îïðåäåëÿþòñÿ âîçíèêàþùèå íàïðÿæåíèÿ. 

Ñóùíîñòü ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èçíà÷àëüíî îïðåäåëÿåòñÿ íà-
ïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìàññèâà, à çàòåì íà ïîëå íàïðÿæåíèé 
íàêëàäûâàþòñÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîðîä. Îïèðàÿñü íà êðèòåðèé 
óñòîé÷èâîñòè ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâíûå çîíû íåóïðóãèõ 
äåôîðìàöèé. 

Ðàñ÷åò íàïðÿæåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ïî âûøåïðèâåäåííûì ôîðìóëàì ìåõàíè-
êè äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäîãî òåëà â óïðóãîé ïîñòàíîâêå. 
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Äëÿ ðàçäåëåíèÿ îáëàñòè ðàñ÷åòà íà 
ýëåìåíòàðíûå áëîêè ðåêîìåíäóåòñÿ 
èñïîëüçîâàòü âîñüìèóçëîâûå ãåêñàýäå-
ðû ñ ëèíåéíî àïïðîêñèìèðóþùèìè 
ôóíêöèÿìè ïåðåìåùåíèé. Êîîðäèíàòû 

, ,x y z  âíóòðåííèõ òî÷åê ýëåìåíòà ÷å-
ðåç óçëîâûå êîîðäèíàòû   , ,  ñëå-
äóþùèì îáðàçîì 

   
   
   

1 1 8 8

1 1 8 8

1 1 8 8

...

...

...

x N x N x

y N y N y

z N z N z

ãäå 1 1 8, ,....,x y z  – êîîðäèíàòû óçëîâ; 
N1 – N8 – ôóíêöèè ôîðìû, îïðåäåëÿå-
ìûå óðàâíåíèåì îáùåãî âèäà 

      
1

(1 )(1 )(1 )
8i i i iN  (23) 

Ïðè íóìåðàöèè óçëîâ êàê íà ðèñóíêå 1 êîîðäèíàòû i-ãî óçëà   , ,i i i  îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå 

 

        
1 3

int( ) int( )
2 4( 1) , ( 1) , ( 1)

i i
i

i  
ãäå i – int îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü. 

Ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé â ïðåäåëàõ ýëåìåíòà èìåþò âèä 
  

  

  

1 1 8 8

1 1 8 8

1 1 8 8

...

...

...

u N u N u

v N v N v

w N w N w

 (24) 

Îòíîñèòåëüíûå äåôîðìàöèè â ïðåäåëàõ ýëåìåíòà 


 


,x

u
x

 


 


,y

v
y

 


 


,z

w
z

 
  

 
,xy

u v
y x

 
  

 
,yz

v u
z y

 
  

 
,zx

u u
z x

 îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåí-

öèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (1.24) 
      B  

ãäå      1 1 1 2 2 8 8 8, , , , ,... , ,u v w u v u v w T  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 2 8

1 2 8

1 8

1 1 2 2 8 8

1 1 2 8 8

1 1 2 8 8

' 0 0 ' 0 ... ' 0 0

0 ' 0 0 ' ... 0 ' 0

0 0 ' 0 0 ... 0 0 '

' ' 0 ' ' ... ' ' 0

0 ' ' 0 ' ... 0 ' '

' 0 ' 0 ' ... ' 0 '

x x x

y y y

z z

y x y x y x

x y z z y

z x z z x

N N N

N N N

N N
B

N N N N N N

N N N N N

N N N N N

 (25) 

Ðèñ. 1. Òðåõìåðíûé èçîïàðàìåòðè÷å-
ñêèé ýëåìåíò – ãåêñàýäð 
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Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ôîðìû ïî êîîðäèíàòàì , ,x y z  ñâÿçàíû ñ ïðîèçâîä-
íûìè ïðîîáðàçà   , ,  

 
   
       
     

1

' '

' '

''

ix i

iy i

iiz

N N

N J N

NN

 (26) 

ãäå  
     

     

     

                                 

1 1 1
1 2 8

2 2 2
1 2 8

1 2 8
8 8 8

' ' ' ' ' ... '

' ' ' ' ' ... '
..... ..... .....

' ' ' ' ' ... '

x y zx y z N N N
x y z

J x y z N N N

x y z N N N x y z

 – Ìàòðèöà 

ßêîáè 
Âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé ôîðì ïî êîîðäèíàòàì ïðîîáðàçà â 

îáùåì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 




      


1

' (1 )(1 )
8

i
i i i i

N
N  (27) 

Â íàøåì ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè çàêîíîì Ãóêà 

            D D B  (28) 

Ñâÿçü óçëîâûõ ñèë ñ óçëîâûìè ïåðåìåùåíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ïðèðàâ-
íèâàíèÿ ðàáîòû óçëîâûõ ñèë ðàáîòå âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, âû÷èñëÿåìûõ ïó-

òåì èíòåãðèðîâàíèÿ âåëè÷èíû     
T

d  ïî îáúåìó ýëåìåíòà: 

     F K  (29) 

ãäå            
  

  

       
1 1 1

1 1 1

T T

V

K B D B dV J B D B d d d  – ìàòðèöà æåñòêîñòè. 

Ìàòðèöó æåñòêîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ïî êâàäðàòóðå Ãàóñà-
Ëåæàíäðà 

    
  

 
2 2 2

1 1 1

T

mnk mnk mnk mnk
m n k

K abs J B D B  (30) 

Óçëîâûå ñèëû ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿìè â òî÷êàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøå-
íèåì 

   
  

 
2 2 2

1 1 1

T

mnk mnk mnk
m n k

F abs J B  (31) 

Êîîðäèíàòû òî÷åê èíòåãðèðîâàíèÿ   , , , â êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ 

ìàòðèö ,mnk mnkJ B  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì 

  ( 1) 0,57735m
m ;   ( 1) 0,57735n

n ;   ( 1) 0,57735k
k  (32) 
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Ðàñïðåäåëåííûå ñèëû ê óçëîâûì ìîæíî ïðèâåñòè ïî ôîðìóëå 

  

  
2 2 2

, ,
1 1 1

x i x i mnk
m n k

F N abs J  (33) 

ãäå ,i mnkN  – çíà÷åíèå ôóíêöèè ôîðìû i-ãî óçëà â î÷åðåäíîé òî÷êå èíòåãðèðî-

âàíèÿ;  x  – óäåëüíàÿ (íà åäèíèöó îáúåìà) ìàññîâàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ âäîëü 
îñè õ. 

Ó êóáè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñ âîñåìüþ óçëàìè ñóììàðíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ïî 
îáúåìó ñèëà äåëèòñÿ ìåæäó óçëàìè ïîðîâíó. 

Ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü óñïåøíî ðåàëèçîâàí â àëãîðèòìå ïðî-
ãðàììû ïî ñîçäàíèþ ðàñ÷åòíîãî êàðêàñà ðàññ÷èòûâàåìîé îáëàñòè íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âìåùàþùèõ ïîðîäàõ âîêðóã ãîðíîé âû-
ðàáîòêè.  
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