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Применение математических 
моделей, изложенных в [1–5], 

для исследования материалов, не об-
ладающих иерархически-самоподоб-
ной структурой приводит к получению 
неадекватных результатов об их де-
формационных свойствах и полях на-
пряжений. В связи с этим необходимо 
идентифицировать материалы иерар-
хически-самоподобной структуры сре-
ди других материалов, не обладающих 
таким строением. Игнорирование дан-
ного обстоятельства может привести к 
грубым ошибкам, связанным с тем, что 
в результате математического модели-
рования материалу будут приписаны 
деформационные свойства, которыми 
он на самом деле не обладает.

Обобщив работы [6–8], и применяя 
нотацию Д. Кнута, получим в алгорит-
мическом виде следующую математи-
ческую модель проверки материалов 
различного порядка сложности по 
требованию к описанию иерархиче-
ски-самоподобной средой. 

Fmdrv1. [Обработать входные дан-
ные графического вида материала]. 
Произвести обработку входных дан-
ных графического вида исследуемого 
материала.

© Р.К. Халкечев, 2015
УДК 519.6; 550.31; 004.942; 331.45

Р.К. Халкечев

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОВЕРКИ МАТЕРИАЛОВ 
РАЗЛИЧНОГО ПОРЯДКА СЛОЖНОСТИ  
ПО ТРЕБОВАНИЮ К ОПИСАНИЮ  
ИЕРАРХИЧЕСКИ-САМОПОДОБНОЙ СРЕДОЙ

Разработана в алгоритмическом виде математическая модель, позволяющая про-
верить материал любого порядка сложности на предмет возможности описания его 
иерархически-самоподобной средой. Главным критерием самоподобия для иссле-
дуемого материала выбрано наличие представительного объема, определяемого как 
минимальный объем, начиная с которого данный материал можно рассматривать 
как природный фрактал.
Ключевые слова: представительный объем, иерархически-самоподобная среда, 
фрактал, блок Вороного, структурный элемент.

{Для материалов первого и второго 
порядков данный шаг заключается во 
введении декартовой системы коор-
динат на графическом виде структуры 
данных объектов. Для всех остальных 
материалов на данном шаге осущест-
вляется построение эквивалентной 
структуры этого объекта [8], ввод де-
картовой системы координат в соот-
ветствующей эквивалентной структу-
ре, а также выполняются процедуры 
по формированию блоков Вороного.}

Fmdrv2. [d←1]. Счетчику количества 
плоскостей d присвоить значение 1, 
т.е. рассмотрим структуру исследуе-
мого материала в первой плоскости 
XOY.

{Для плоскостей XOY, ZOY и XOZ 
переменная d соответственно равна 
1, 2 и 3.} 

Fmdrv3. [Определить множество 
вспомогательных параметров Aсэ]. Для 
каждого структурного элемента мате-
риала определить вспомогательный 
параметр, состоящий из координаты 
маркера (центр фрактальной неодно-
родности или центр макровключения 
в блоке Вороного) и характеристиче-
ского вектора (вектора с наибольшей 
длинной, исходящий из маркера до 



361

точки на границе структурного эле-
мента). Полученные параметры объ-
единить во множество 
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где N – количество элементов материа- 
ла в соответствующей плоскости.

{Для материала первого и второго 
порядков сложности структурными 
элементами являются соответствен-
но фрактальная неоднородность и 
фрактальная неоднородность с ми-
кровключением. Для всех остальных 
материалов структурным элементом 
является блок Вороного.}

Fmdrv4. [t←1]. Установить счетчик 
горизонтального уровня t равным 1.

Fmdrv5. [n←1]. Установить счетчик 
общего количества элементов n в ма-
териале равным 1.

Fmdrv6. [Установить длину P0 матери-
ала]. Определить длину P0 исследуе-
мого материала.

Fmdrv7. [k←1]. Установить счетчик 
вертикального уровня k равным 1.

Fmdrv8. [Выбрать первый структур-
ный элемент материала на t-м уров-
не]. Из множества Aсэ найти 
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Полученное значение будет соответ-
ствовать маркеру структурного эле-
мента, находящегося на t-м горизон-
тальном и на k-м вертикальном уров-
нях. 

Fmdrv9. [Определить и добавить па-
раметр µn к множеству параметров 
структуры M]. Для структурного эле-
мента, находящегося на t-м горизон-
тальном и k-м вертикальном уровнях, 
определить параметр структуры µn и 
добавить его к множеству M. 

{Для природного объекта первого 
порядка – µn = gn и M = G, где gn ∈ G, 
gn = (rn, ln, ϕn, vn, mn), rn – радиус-век-

тор центра n-ой неоднородности; 
ln – характеристический вектор n-ой 
неоднородности; ϕn – угол между 
векторами rn и ln; vn и mn – номера 
горизонтального и вертикального 
уровней неоднородности в структу-
ре материала первого порядка {vn←t 
и mn←k}. Для материала второго по-
рядка – µn = λn и M = Λ, где λn ∈ Λ, 
λn = (rn, ln, ϕn, γn, vn, mn), γn – площадь 
микровключения. Для остальных ма-
териалов: µn = wn и M = W, где wn ∈ W, 
wn = (sn, vn, mn), sn – отношение пло-
щади n-го макровключения к площади 
всего блока.}

Fmdrv10. [Удалить aE из Aсэ]. Удалить 
параметры описанного структурного 
элемента из Aсэ.

Fmdrv11. [Aсэ=∅?]. Если множество 
Aсэ является пустым, то перейти к 
шагу 19, иначе к шагу 12.

Fmdrv12. [Выбранный структурный 
элемент последний в горизонтальном 
уровне?]. Если | |E E îx l P+ ≥ , то пере-
йти к шагу 13, иначе к шагу 15.

Fmdrv13. [t←t+1]. Увеличить счетчик 
горизонтального уровня t на 1.

Fmdrv14. [n←n+1]. Увеличить счет-
чик общего количества структурных 
элементов в материале на 1. Перейти 
к шагу 7.

Fmdrv15. [Определить структурные 
элементы материала, с которыми вы-
бранный элемент, описываемый па-
раметром aE, имеет общую границу]. 
Определить множество 
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Fmdrv16. [Выбрать следующий струк-
турный элемент согласно горизон-
тальному вектору трансляции]. Про-
вести векторы, соединяющие маркер 
выбранного структурного элемента 
с маркерами структурных элементов 
из множества B. Один из полученных 
векторов, имеющий наименьший угол 
с осью – OX (при d = 1 или d = 3) или 
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OY (при d = 2), укажет на маркер сле-
дующего структурного элемента.

Fmdrv17. [k←k+1]. Увеличить счет-
чик вертикального уровня k на 1.

Fmdrv18. [n←n+1]. Увеличить счет-
чик общего количества структурных 
элементов в природном объекте на 1. 
Перейти к шагу 9.

Fmdrv19. [Построить структурную мат- 
рицу H]. Сформировать структурную 
матрицу H = [hij] , при этом hij = f(i, j, ξ).

{Для материалов первого поряд-
ка – f(i, j, ξ) = (l, ϕ), где ξ = (r, l, ϕ, 
i, j), ξ∈G. Для материалов второго по-
рядка – f(i, j, ξ) = (l, ϕ, γ), где ξ = (r, l, 
ϕ, γ, i, j), ξ∈Λ. Для остальных матери-
алов: f(i, j, ξ) = s, где ξ = (s, i, j), ξ∈W.}

Fmdrv20. [NPHV←2]. Присвоить коли-
честву структурных элементов NPHV 
в примитивной ячейке материала, 
согласно горизонтальному вектору 
трансляции, значение равное 2.

Fmdrv21. [m←1]. Установить счетчик 
количества подмножеств совокупно-
сти структурных элементов равным 1.

Fmdrv22. [i←1]. Установить счетчик 
строк i матрицы H равным 1.

Fmdrv23. [j←1]. Установить счетчик 
столбцов j матрицы H равным 1.

Fmdrv24. [i<nCH?]. Если значение 
счетчика i меньше общего количества 
строк и столбцов nCH матрицы H, то 
перейти к шагу 25, иначе к шагу 34.

Fmdrv25. [j≤(nCHdivNPHV)·NPHV?]. Если 
значение счетчика j не превышает 
максимума обрабатываемых элемен-
тов матрицы H в строке, то перейти к 
шагу 26, иначе к шагу 33. 

Fmdrv26. [Добавить элемент hij в Qm]. 
Элемент матрицы H, получаемый 
пересечением строки с номером i и 
столбцом с номером j, добавить в под-
множество совокупности структурных 
элементов с номером m.

Fmdrv27. [b←1]. Установить счетчик 
b количества структурных элементов 
в примитивной ячейке равным 1.

Fmdrv28. [Добавить элемент hi(j+b) в 
Qm]. Элемент матрицы H, получаемый 

пересечением строки с номером i и 
столбцом с номером j+b, добавить в 
подмножество совокупности струк-
турных элементов с номером m.

Fmdrv29. [b = NPHV?]. Если счетчик b 
достиг предполагаемого количества 
элементов в примитивной ячейке, то 
перейти к шагу 31, иначе к шагу 30.

Fmdrv30. [b←b+1]. Увеличить счет-
чик b количества структурных элемен-
тов NPHV в примитивной ячейке на 1. 
Перейти к шагу 28.

Fmdrv31. [m←m+1]. Увеличить счет-
чик m количества подмножеств сово-
купности структурных элементов на 1.

Fmdrv32. [j←j+NPHV]. Перейти на 
номер столбца, с которого начнется 
нумерация первого элемента последу-
ющего подмножества Qm. Перейти к 
шагу 25.

Fmdrv33. [i←i+1]. Увеличить счетчик 
строк i на 1. Перейти к шагу 23.

Fmdrv34. [Построить функции рас-
пределения F(Q1), F(Q2),…, F(Qm)]. Для 
каждого NPHV – элементного подмно-
жества построить функцию распреде-
ления F(Q1), F(Q2),…, F(Qm). 

Fmdrv35. [Получить 2 2 2
1 2, , oχ χ χ ]. 

Сравнить функции распределения 
F(Q1), F(Q2),…, F(Qm) друг с другом 
при помощи критерия согласия χ2. 
В результате получим совокупность 
приведенных значений 2 2 2

1 2, , oχ χ χ , где

2 !
2!( 2)!m

m
o C

m
= =

− .

Fmdrv36. [Определить 
2
minχ ]. Среди 

приведенных значений 2 2 2
1 2, , oχ χ χ  

найти минимальное значение.
Fmdrv37. [ 2 2

min n( )χ ≥ χ ?]. Если 
2 2

min n( )χ ≥ χ  (для одной степени свобо-
ды и уровня значимости α = 0,05 нор-
мативное значение 2

n( ) 3,841χ = ), то 
перейти к шагу 38, иначе к шагу 40.

Fmdrv38. [Определить объемы VQ1, 
VQ2,…, VQm]. Вычислить объемы VQ1, 
VQ2,…, VQm, формируемые совокупно-
стью структурных элементов, описыва-
емых подмножествами Q1, Q2,…, Qm.
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Fmdrv39. [VPHV←max(VQ1, VQ2,…, VQl)]. 
Объем примитивной ячейки VPHV ма-
териала согласно горизонтальному 
вектору трансляции равен max(VQ1, 
VQ2,…, VQl). Перейти к шагу 43.

Fmdrv40. [NPHV≤nCH?]. Если количе-
ство структурных элементов NPHV в 
предполагаемой примитивной ячейке 
меньше или равно количеству строк 
и столбцов nCH матрицы связей, то 
перейти к шагу 41, иначе к шагу 42.

Fmdrv41. [NPHV←NPHV+1]. Увеличить 
количество структурных элементов 
NPHV в примитивной ячейке на 1. Пе-
рейти к шагу 21.

{Представительный объем – мини-
мальный объем, начиная с которого 
рассматриваемый материал обладает 
свойством самоподобия, т.е. является 
природным фракталом.}

Fmdrv42. [Vпр←0]. Представительный 
объем рассматриваемого материала 
равен 0. Перейти к шагу 75.

Fmdrv43. [H←HT]. Транспонировать 
структурную матрицу H.

Fmdrv44. [NPVV←2]. Присвоить коли-
честву структурных элементов NPVV в 
примитивной ячейке, согласно верти-
кальному вектору трансляции, значе-
ние равное 2.

Fmdrv45. [m←1]. Установить счетчик 
количества подмножеств совокупно-
сти структурных элементов равным 1.

Fmdrv46. [i←1]. Установить счетчик 
строк i матрицы H равным 1.

Fmdrv47. [j←1]. Установить счетчик 
столбцов j матрицы H равным 1.

Fmdrv48. [i<nCH?]. Если значение 
счетчика i меньше общего количества 
строк и столбцов nCH матрицы H, то 
перейти к шагу 49, иначе к шагу 58.

Fmdrv49. [j≤(nCHdivNPVV)·NPVV?]. Если 
значение счетчика j не превышает 
максимума обрабатываемых элемен-
тов матрицы H в строке, то перейти к 
шагу 50, иначе к шагу 57. 

Fmdrv50. [Добавить элемент hij в 
Qm]. Элемент матрицы H, получае-
мый пересечением строки с номером 

i и столбцом с номером j, добавить в 
подмножество совокупности струк-
турных элементов с номером m.

Fmdrv51. [b←1]. Установить счетчик  
b количества структурных элементов 
в примитивной ячейке равным 1.

Fmdrv52. [Добавить элемент hi(j+b) в 
Qm]. Элемент матрицы H, получаемый 
пересечением строки с номером i и 
столбцом с номером j+b, добавить в 
подмножество совокупности струк-
турных элементов с номером m.

Fmdrv53. [b = NPVV?]. Если счетчик b 
достиг предполагаемого количества 
структурных элементов NPVV в прими-
тивной ячейке, то перейти к шагу 55, 
иначе к шагу 54.

Fmdrv54. [b←b+1]. Увеличить счетчик 
b количества структурных элементов 
в примитивной ячейке на 1. Перей- 
ти к шагу 52.

Fmdrv55. [m←m+1]. Увеличить счет-
чик количества подмножеств совокуп-
ности структурных элементов m на 1.

Fmdrv56. [j←j+NPVV]. Перейти на но-
мер столбца, с которого начнется нуме-
рация первого элемента последующего 
подмножества Qm. Перейти к шагу 49.

Fmdrv57. [i←i+1]. Увеличить счетчик 
строк i на 1. Перейти к шагу 47.

Fmdrv58. [Построить функции рас-
пределения F(Q1), F(Q2),…, F(Qm)]. Для 
каждого NPVV –элементного подмно-
жества построить функцию распреде-
ления F(Q1), F(Q2),…, F(Qm). 

Fmdrv59. [Получить 
2 2 2
1 2, , oχ χ χ ]. 

Сравнить функции распределения 
F(Q1), F(Q2),…, F(Qm) друг с другом 
при помощи критерия согласия χ2. 
В результате получим совокупность 
приведенных значений 

2 2 2
1 2, , oχ χ χ , где

2 !
2!( 2)!m

m
o C

m
= =

−  .

Fmdrv60. [Определить 
2
minχ ]. Среди 

приведенных значений 2 2 2
1 2, , oχ χ χ  

найти минимальное значение.
Fmdrv61. [

2 2
min n( )χ ≥ χ ?]. Если 

2 2
min n( )χ ≥ χ  (для одной степени сво-



364

боды и уровня значимости α = 0,05 
нормативное значение 2

n( ) 3,841χ = ), 
то перейти к шагу 62, иначе к шагу 64.

Fmdrv62. [Определить объемы VQ1, 
VQ2,…, VQm]. Вычислить объемы VQ1, 
VQ2,…, VQm, формируемые совокупно-
стью структурных элементов, описыва-
емых подмножествами Q1, Q2,…, Qm.

Fmdrv63. [VPVV←max(VQ1, VQ2,…, 
VQl)]. Объем примитивной ячейки VPVV 
природного объекта согласно вер-
тикальному вектору трансляции ра-
вен max(VQ1, VQ2,…, VQl). Перейти к 
шагу 67.

Fmdrv64. [NPVV≤nCH?]. Если количе-
ство структурных элементов NPVV в 
предполагаемой примитивной ячейке 
меньше или равно количеству строк и 
столбцов nCH матрицы H, то перейти к 
шагу 65, иначе к шагу 66.

Fmdrv65. [NPVV←NPVV+1]. Увеличить 
количество структурных элементов 
NPVV в примитивной ячейке на 1. Пе-
рейти к шагу 45.

Fmdrv66. [Vпр←0]. Представительный 
объем рассматриваемого материала 
равен 0. Перейти к шагу 75.

Fmdrv67. [NPHV>NPVV?]. Если размер 
примитивной ячейки NPHV, согласно 
горизонтальному вектору трансляции 
больше величины NPVV, то перейти к 
шагу 68, иначе к шагу 70.

Fmdrv68. [Nяп[d]←NPHV]. Количеству 
структурных элементов Nяп[d] в при-
митивной ячейке исследуемого мате-

риала в плоскости d присвоить вели-
чину NPHV. 

Fmdrv69. [Vпвп[d]←2VPHV]. Представи-
тельному объему Vпвп[d] исследуемого 
материала в плоскости d присвоить 
значение 2VPHV. Перейти к шагу 72.

Fmdrv70. [Nяп[d]←NPVV]. Количеству 
структурных элементов Nяп[d] в при-
митивной ячейке исследуемого мате-
риала в плоскости d присвоить вели-
чину NPVV.

Fmdrv71. [Vпвп[d]←2VPVV]. Представи-
тельному объему Vпвп[d] исследуемого 
материала в плоскости d присвоить 
значение 2VPVV.

Fmdrv72. [d=3?]. Если счетчик коли-
чества плоскостей равен 3, то перей- 
ти к шагу 74, иначе к шагу 73.

Fmdrv73. [d←d+1]. Увеличить счет-
чик количества плоскостей на 1. Пе-
рейти к шагу 3.

Fmdrv74. [Vпр←max(Vпвп[1], Vпвп[2], 
Vпвп[3]]. Представительный объем ма-
териала равен наибольшему из объе- 
мов Vпвп[1], Vпвп[2], Vпвп[3].

Fmdrv75. [Конец]. Выполнение алго-
ритма прекратить.

Полученная математическая модель 
является иерархической. Поэтому для 
того, чтобы исследуемый материал 
можно было бы описать иерархиче-
ски-самоподобной средой, необходи-
мо наличие представительного объема 
(Vпр ≠ 0 ) у всех структурных составляю-
щих рассматриваемого объекта. 
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In the presented article the mathematical model allowing to check material of any order of complexity 
regarding possibility of the description it the hierarchical and self-similar medium is developed in an algorith-
mic look. For the studied material existence of the representative volume determined as the minimum volume 
since which this material can be considered as a natural fractal is chosen as the main criterion of self-similarity.
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