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Уравнения движения линейно-упругого тела для малых упругих дефор-
маций имеют вид [1], [4]
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уравнения состояния (для адиабатического процесса) [1], [2], [3] 
ij ijke

kecσ = ε (2)

i, j, k, e = 1, 2, 3,
где ui – компоненты вектора перемещения u



, σij – компоненты тензора напря-
жений, cijke – компоненты тензора упругих постоянных, εke – компоненты тензо-
ра малых деформаций, ∇j – оператор ковариантного дифференцирования по
j-й координате.

Для замыкания системы уравнений (1), (2) привлечем соотношения Коши [1]

2 ke k e e ku uε = ∇ + ∇ (3)

k, e = 1, 2, 3.
Динамический процесс в твердых анизотропных телах в пределах малых 

упругих деформаций описывается системой дифференциальных уравнений в 
перемещениях [1], [4]
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где ges – метрический тензор, представленный ковариантными компонентами, 
i, j, k, e, s = 1, 2, 3.

Ввиду симметрии рассматриваемых сред, и существования упругого потен-
циала, имеем пять независимых упругих постоянных c1111, c3333, c1122, c1133, c2323 
в уравнении (4), которые будем записывать в матричном (двухиндексном) виде 
в цилиндрической и декартовой системах координат: c11, c33, c12, c13, c44, соот-
ветственно [3].

Здесь ось с индексом 3 выбрана осью симметрии высшего порядка и будет 
совпадать с осью z цилиндрической – (r, ϕ, z) системы координат.

В матричном виде уравнения состояния запишутся в виде (5) [3]
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где 1 11 2 22, 3 33 4 23, 5 13 6 12, , , ;E E E E E E= ε = ε = ε = ε = ε = ε  а εij – компоненты тензора
деформаций, σi – аналогичные компоненты тензора напряжений σij.

С учетом (5) уравнения (4) в цилиндрической системе координат имеет вид [6]
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где ur, uϕ, uz – физические компоненты вектора перемещения.
Придадим (6) вид (7)
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Преобразование системы дифференциальных уравнений (7) дает [5], [7]
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Рассмотрим гармонические волны, распространяющиеся вдоль оси z в слу-
чае установившегося динамического режима

exp ( )u i z t= ν γ − ω
 

(10)

где ν


 не зависит от z и t, а параметр ω – действительный.
Подставим представление (10) в (6), (7), (8), (9), и обозначим в соответствии с (10)
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где Jik операторы дифференциальные 2-го порядка по переменным ϕ и r, зави-
сящие от параметров ω и γ и упругих постоянных. Ввиду коммутативности этих 
операторов, умножая слева матричное операторное уравнение 
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на матрицу-оператор алгебраических дополнений к транспонированной мат- 
рице 
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приходим к отдельным уравнениям на и [6], [7], [8]
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где J – оператор-определитель матрицы ikJ .
Разделяя переменные в уравнениях (12), (15), и, требуя от решения перио-

дичности по углу ϕ, получаем общее решение в виде рядов Фурье по перемен-
ной ϕ (в классе функций, допускающих разложение в ряд Фурье).
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(1) (2),n nZ Z  – цилиндрические функции, составляющие пару линейно независимых 
решений уравнения Бесселя, 2

jp  – корни характеристического уравнения [6] 
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Т.к. (15) есть следствие системы (13), то общее решение (15) содержит в 
себе решения (13). Нам осталось только сузить более широкий класс реше-
ний (16) на более узкое решение системы (13), исключением лишних констант. 
Подставим (16) в (13) и воспользуемся ортогональностью функций expinϕ и 
линейной независимостью функций ( )(1)
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в которой элемент Ajk – есть алгебраическое дополнение к kj-ому элементу ма-
трицы алгебраической системы уравнений (18).

Общее решение системы (13), (т.е. решение, которое представляет любое 
решение системы (13) в классе разложимых в ряд Фурье по ϕ), конкретизацией 
произвольных постоянных, представим формулами (16), в которой следует по-
ложить 
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Использовав следствия системы (7) для определения ur, uϕ по известным E*, 
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Замечание: Если какой-то корень 2 0jp = , то соответствующую пару функ-
ций (1) (2),n nZ Z  представляют rn и r-n при n ≠ 0, и 1 и ln r при n = 0. При этом все 
предыдущие рассуждения остаются в силе. 

Полученное решение представляет распространяющуюся вдоль оси z гар-
моническую волну в бесконечной трансверсально-изотропной среде и удовлет-
воряет системе уравнений (6) при любых значениях параметров ω и γ.

Рассмотрим во внешности цилиндрической полости (r ≥  a) гармонические 
волны, распространяющиеся вдоль оси цилиндра. Решение системы (6), описы-
вающее ограниченное поле перемещений при больших r, имеет вид
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где (1) (2),n nH H  – функции Ханкеля

( )11 13 44
j j jF c M i c c Q= + γ + .	 (21`)

Причем, из двух функций Ханкеля для каждого pj удерживается лишь та, 
которая ограничена при r → +∞ .

В случае Im pj = 0 сохраним ту из функций Ханкеля, которая описывается 
при больших r уходящую цилиндрическую волну, выделяемую условиями из-
лучения (22)

( ) ( ) 0
n j

j n j

dH p r
ip H p r
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− →

	 (22)

при r → +∞ .
Замечание: Т.к. заранее неизвестно какую из функций Ханкеля оставить, 

в дальнейшем изложение не будем ставить верхний индекс у этих функций.
Другое решение, имеющие представление (21), мы получим, если выделим 

на бесконечности приходящую цилиндрическую волну требования

( ) ( ) 0
n j

j n j

dH p r
ip H p r

dr
+ →

при r → +∞
для функций с действительными аргументами pjr.

1. Ильюшин А.А. Механика сплошной среды. 2-ое изд., испр. и доп. – М.: Изд-во Моск. 
ун-та, 1978. – 287 с.

2. Мэзон У. Пьезоэлектрические кристаллы и их применение в ультраакустике. – М.: Изд-
во Иностр. лит-ры, 1952. – 447 с.

3. Най Дж. Физические свойства кристаллов. – М.: Изд-во Иностр. лит., 1960. – 385 с.
4. Новацкий В. Теория упругости. – М.: Мир, 1975. – 872 с.
5. Шерстов С.В. Представление решений одной системы дифференциальных уравнений 

через решения операторного уравнения 2-го порядка относительно плоского оператора Ла-
пласа / Измерения, автоматизация и моделирование в промышленности и научных исследова-
ниях: Межвузовский сборник. – Бийск: Изд-во Алт.гос.техн.ун-та, 2005. – С. 46–48.

6. Шерстов С.В. Нормальные волны в цилиндрических пьезоэлектрических волноводах и 
связанные с ними граничные задачи. – М.: МГУ им. М.В.Ломоносова, 1985. (Деп., ВИНИТИ 
1985).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ



320

КОРОТКО ОБ АВТОРЕ 

Шерстов Сергей Вадимович – кандидат физико-математических наук, доцент,
МГИ НИТУ «МИСиС», e-mail: ud@msmu.ru.

UDC 622:517.2

A DECISION OF THE DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE MOTION  
IN DISPLACEMENT FOR HARMONIC WAVES IN OUTER  
OF THE CYLINDRICAL CAVITY IN AN ANISOTROPIC ELASTIC MEDIUM
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In given article are considered harmonic fluctuations and spreading the harmonic waves in appearance 
of the round cylinder (the endless cylindrical cavity) filled springy transversal-изотропным by material, as well 
as crystalline material, having гексагональную symmetry 6 mm. The Axis to symmetries of the high order 
is directed along axis of the cylinder. The dynamic process in hard anisotropic body within small springy 
deformation is described by system of the differential equations in displacement. In view of symmetry of the 
considered ambiences, and existence of the springy potential, have five independent springy constant, which 
are written in matrix type in cylindrical and декартовой coordinate system: accordingly.

The transformation of the system of the differential equations are received own functions differential op-
erator. Preparing variable in equations, and, requiring from decision of periodicity on corner , get the decision 
in the manner of Furie series on variable (in class function, allowing decomposition in Furie series). Moving 
the ambience are in total expressed through functions of Hankel.

Key words: harmonic waves, external cylindrical cavity, elastic crystalline medium, differential operator, 
a Furie series. 
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