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Аннотация: Рассмотрена задача определения динамической скорости в системе уравне-
ний Прандтля для закрытых вентиляционных трубных каналов системы шахтно-рудной 
вентиляции. Для исследования процессов в зоне взаимодействия жидкости, стекающей 
вниз по внутренним стенкам вертикальной вентиляционной трубы шахтно-рудного ство-
ла, с восходящим вверх вентиляционным воздушным потоком, что приводит к образова-
нию волнового эффекта и уменьшению сечения вентиляционного канала [1], разработан 
метод для определения динамической скорости, основанный на средней скорости тур-
булентного потока и применимый для всего диапазона чисел Рейнольдса. Учтены турбу-
лентное ядро, ламинарный и переходный подслои.  Приведено сравнение определения 
динамической скорости воздушного потока, основанного на установлении касательного 
напряжения и коэффициента гидравлического сопротивления, и предложенного нового 
метода определения динамической скорости по средней скорости воздушного потока в 
уравнениях Прандтля. Представлены графики расчета динамической скорости воздуш-
ного потока классическим и новым точным методом. 
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Abstract: The purpose of this paper is to describe the developed method for determining 
the dynamic velocity (friction velocity) in the equations of L. Prandtl for the entire range of 
adequacy of the semi-empirical theory of turbulent flow. A widely used classical approach 
to determining the dynamic speed of air flow in a closed loop, based on the coefficient of 
hydraulic resistance and tangent stress, is considered. This article describes a precise method 
of determining dynamic velocity equation of Prandtl, based on the average air flow speed in the 
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Введение
Целью статьи является разработка 

метода определения динамической ско-
рости (скорости трения) в уравнениях Л. 
Прандтля для всего диапазона адекват-
ности полуэмпирической теории турбу-
лентного течения.

В инженерной практике широко при-
меняется полуэмпирическая теория тур-
булентности, созданная [2] Джеффри 
Тэйлором (1915 год, 1932 год), Людви-
гом Прандтлем (1925 год) и Теодором 
фон Карманом (1930 год).

Для описания турбулентного тече-
ния в трубах и каналах используют 
уравнения Прандтля. Как правило, рас-
считывают касательное напряжение 
возле стенки трубы и среднюю скорость 
потока только для турбулентного ядра, 
пренебрегая ламинарным и переходным 
подслоями. 

Можно предложить и другой подход, 
основанный на использовании средней 
скорости потока. Он состоит в опреде-
лении динамической скорости (скорости 
трения) и учитывает как турбулентное 
ядро, так и ламинарный и переходной 
подслой.

Прежде чем описывать разработанный 
метод определения динамической скоро-
сти в уравнении Прандтля, необходимо 
рассмотреть широко применяемые, клас-
сические подходы, основанные на коэф-
фициенте гидравлического сопротивле-
ния и касательном напряжении.

Теория вопроса
В полуэмпирической теории Прандтля 

воздушный поток разделяется на три 
области [3—9]:

ламинарный пограничный слой у сте-
нок (ламинарный подслой), где движе-
ние ламинарное и формируется за счет 
действия сил вязкости; переходный слой 
от ламинарного к турбулентному тече-
нию; турбулентное ядро, в котором вли-
яние сил вязкости весьма мало.

Относительную скорость потока опи-
сывает следующая система уравнений 
[3, 4]:
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pipe, and taking into account the characteristics of laminar, transitional and turbulent layers of 
the vent stream. A graphical comparison of the calculation of the dynamic air flow velocity in a 
smooth pipe is made without taking into account and taking into account the influence of the 
near-wall laminar layer and the transition sub layer. The presented graphs clearly demonstrate 
that for a purely turbulent flow, as the Reynolds number increases, the calculated data of 
the classical method approaches the calculated parameters of the proposed method, which is 
explained by a decrease in the influence of the laminar layer and the transition sublayer on the 
resulting air flow velocity. The proposed method for calculating the dynamic air flow velocity 
is accurate, since it takes into account the influence of wall sub layers, so it can be used to 
solve problems where it is necessary to understand and account for the physical properties and 
influence of the laminar and transition layers of the General flow of both gas and liquid flows. 
For example, this method is applicable when considering the countercurrent interaction of the 
liquid flowing down the inner wall of the pipe and the upward air flow.
Key words: аir flow, dynamic air flow velocity, average air flow velocity, L. Prandtl’s system of 
equations, laminar sub layer, transition sub layer, turbulent core.
For citation: Fomin A.N., Kuznetsov S.N. Determination of dynamic velocity in the Prandtl 
equations. MIAB. Mining Inf. Anal. Bull. 2020;(11-1):213-220. [In Russ]. DOI: 10.25018/0236-1493-
2020-111-0-213-220.



215

Первое уравнение представленной системы (1) — это уравнение ламинарного 
подслоя, второе уравнение — уравнение переходного слоя и третье — уравнение 
турбулентного ядра.

Для приведенной системы уравнений относительная скорость воздушного потока 
[10] в трубе

=
τ ρ

*  
 

/

ï z
ï z

ñò â

v
v ,

где vп z — скорость течения воздуха вдоль трубы. 
Приведенное расстояние от стенки трубы [3] 

( )− τ ρ
=

ν
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y ,

где ν — кинематическая вязкость, R — радиус трубы.
В выражении относительной скорости потока [4] неизвестной величиной является 

касательное напряжение возле стенки трубы τст, которое определяется исходя из сле-
дующего соотношения: 

ρ
τ = ζ

2
   

8
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v
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Для вычисления касательного напряжения необходимо установить гидравличе-
ское сопротивление [4, 12], приближенное значение коэффициента гидравлического 
которого для гладкой трубы можно определить следующим образом [4, 11, 13, 14]: 

ζ = +
0,32

0,5
0,0056

Re
.

Метод применим для чисел Рейнольдса, лежащих в интервале 3 · 103 < Re <  3 · 106.
Есть и другие известные уравнения для определения коэффициента гидравличе-

ского сопротивления при различных числах Рейнольдса [4]. Например,

ζ =
0,

3,16

Re
.

Метод дает хорошую точность для чисел Рейнольдса, лежащих в интервале 5 · 
· 103 < Re < 105.

Все ранее разработанные методы учитывают только турбулентное ядро, не при-
нимая во внимание ламинарный и турбулентный подслои.

Можно предложить и иной поход для определения неизвестного коэффициента 
(динамической скорости) в уравнениях Прандтля, который основан на значении 
средней скорости потока в трубе с учетом влияния турбулентного ядра, ламинар-
ного и переходного подслоев. Этот подход можно использовать для расчетов депрес-
сии шахтной вентиляции [15, 16] и решения задач, связанных с поведением мелких 
частиц пыли и влаги в вентиляционном потоке [17].

Материалы и методы анализа
Метод определения динамической скорости в уравнениях Прандтля, 

учитывающий как турбулентное ядро, так и ламинарный и переходный подслой
Для определения неизвестной динамической скорости в уравнениях Прандтля 

для скорости  потока в трубе запишем систему уравнений (1) в следующем виде:
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где v
* — динамическая скорость, величина постоянная, которую и следует определить.

После некоторых преобразований получим:
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Представим расход воздуха в вентиляционном трубопроводе шахтно-рудной вен-
тиляционной системы как интеграл по площади от скорости потока в трубе  

=∫    ï z
S

Q v dS .

Но расход воздуха равен средней скорости воздушного потока, умноженной 
на площадь сечение трубопровода

Q = vп z ср S = vп z ср πR2 .

Приравнивая первое и второе выражение и представляя интеграл по площади 
в виде двойного интеграла, получим выражение для средней скорости потока:
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Подставляя в полученное соотношение r= R – y
*
 и y

* 
= R – r, окончательно полу-

чим уравнение для средней скорости потока в виде интеграла

( ) ( )= − ⋅ −∫      * * *2
0

2
 

R

ï z ñð ï zv v R y R y dy
R

Таким образом, подставив в полученный интеграл соотношение (2), среднюю ско-
рость можно записать как сумму трех интегралов:
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Все три интеграла вычисляются аналитически.
Таким образом, после взятия интегралов для определения значения динамической 

скорости в уравнениях Прандтля, получено следующие нелинейное уравнение

ν ν  
= − + + ν 

2
*

    * *2
*

1146,40 127,79 2,5 ln 1,75ï z ñð

v
v v R v

RR v
(3)

Уравнение (3) не решается аналитически. Решение возможно получить только 
численными методами, причем точность определения динамической скорости в урав-
нениях Прандтля определяется лишь точностью численного метода.

Это означает, что из нелинейного уравнения находится неизвестная динамическая 
скорость v

*
 по известной средней скорости потока vп z ср, для всего диапазона адек-

ватности полуэмперической модели турбулентного течения Прандтля для гладких 
трубопроводов.

Для численного решения нелинейного уравнения как метода, основанного на зна-
чении расстояния для точки средней скорости потока, так и точного метода, исполь-
зовался программный пакет Maple 12, в котором представлены широкие возможно-
сти для численного решения нелинейных уравнений.

Для решения полученных нелинейных уравнений использовался метод Ньютона. 
Точность вычисления корней для нелинейных уравнений меньше 10–10.

На графиках (рис. 1—3): синяя линия — метод, основанный на вычислении 
гидравлического сопротивления, красная линия — разработанный точный метод, 
учитывающий как турбулентное ядро, так и ламинарный и переходный подслои. 

R = 0,4 м; vп z ср = 0,05 м/с;
Re = 2651,93

R = 0,4 м; vп z ср = 0,1 м/с;
Re = 5303,87

R = 0,4 м; vп z ср = 15,3 м/с;
Re = 7,956 · 105

Рис. 1
Fig. 1

Рис. 2
Fig. 2

Рис. 3
Fig. 3

Из представленных графиков (рис. 1—3) следует, что при значениях чисел Рей-
нольдса Re, характерных для переходного течения от ламинарного к турбулентному 
(рис. 1), точность у классического метода низкая.

Но при чисто турбулентном течении по мере увеличения числа Рейнольдса Re 
(рис. 2, 3) точность классического метода приближается по точности к предложен-
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ному методу, что объясняется уменьше-
нием влияния ламинарного и переход-
ных подслоев на скорость воздушного 
потока.

Заключение
Для гладкой трубы разработан новый 

метод для определения динамической ско-
рости в уравнениях Прандтля, основанный 
на значении средней скорости течения 
воздуха в трубе и учитывающий характе-
ристики ламинарного, переходного и тур-
булентного слоев вентиляционного потока.

Ошибка разработанного метода 
нахождения динамической скорости 

определяется только ошибкой использу-
емого численного метода решения нели-
нейных уравнений и может стремиться 
к нулю при бесконечно большом числе 
итераций численного метода.

К недостатку разработанного метода 
следует отнести необходимость числен-
ного решения нелинейного уравнения.

Данная модель позволяет более 
точно рассчитывать скоростные режимы 
в трубных элементах разного диаметра, 
что подтверждается проведенными лабо-
раторными исследованиями скоростей 
воздушного потока в гладких трубах раз-
ного сечения и диаметра. 
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