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Аннотация: С целью повышения достоверности данных, необходимых для построения 
численных геомеханических моделей, и получения более верных соотношений между 
свойствами образцов и свойствами породы в натурных условиях для моделирования 
процессов горного производства важен учет параметров упругого гистерезиса. Одной из 
наиболее распространенных в настоящее время моделей упругого гистерезиса являет-
ся модель пространства Прейсаха-Майергойца (ПМ), описывающая нелинейно-упругое 
поведение структурно-неоднородных сред с дискретной памятью, таких как горные по-
роды (геоматериалы). В связи с этим целью данной работы является построение модели 
упругого гистерезиса для горных пород различного генезиса. Методом исследования яв-
ляется математическое моделирование в программном комплексе MathCAD процессов 
деформирования образцов горных пород в условиях упругого гистерезиса. Представлены 
элементы создания и результаты исследования математической модели упругого гистере-
зиса, которая основана на теории Прейсаха. Было установлено, что для образцов различ-
ных генотипов горных пород плотность распределения гистеронов в ПМ-пространстве 
заметно разнится. Таким образом, есть возможность адекватно оценить на основе пред-
ложенной модели степень гистерезисности различных горных пород, имеющих много-
уровневую дефектную внутреннюю структуру.
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Введение
Гистерезисные явления достаточно 

известны в физике, технике и других 
науках [1, 2]. В физике и технике за-
висимости гистерезисного типа встре-
чаются в различных твердых телах с 
нелинейным откликом на внешнее ме-
ханическое воздействие, в частности, 
в горных породах [3, 4]. 

На современном этапе развития нау- 
ки и техники есть достаточно много ма- 
тематических моделей гистерезиса. В це- 
лом модели гистерезиса основаны на 
решении нелинейных дифференциаль-
ных уравнений или в линейные урав-
нения, описывающие модель, вводятся 
нелинейные гистерезисные компоненты.

С целью повышения достоверности 
данных, необходимых для построения 
численных геомеханических моделей и 
получения более верных соотношений 
между свойствами образцов и свойст- 
вами породы в натурных условиях, для 
моделирования процессов горного про-

изводства важен учет параметров упру-
гого гистерезиса [5]. 

В силу этого необходимо адекватно 
учитывать изменение структуры образ-
цов горных пород в процессе дефор-
мирования, соответственно, корректно 
описывать зависимости напряжение-де- 
формация [6]. Для этого нужно макси-
мально точно определить нелинейные 
параметры упругого гистерезиса в этой 
аналитической зависимости.

Главной причиной гистерезисной не- 
линейности, проявляющейся на диаг- 
раммах деформирования таких микро-
неоднородных тел, как горные породы, 
является накопление остаточных дефор-
маций, чему способствует рост трещин 
и увеличение их количества [7].

Для непростых механических систем, 
таких как горные породы, части которых 
взаимодействуют друг с другом силами 
различного происхождения, теоретиче- 
ское моделирование с распознаванием 
их параметров — сложная задача. Таким 
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образом, горные породы можно рассмот- 
реть в аспекте известных эксперимен-
тальных значений входных и выходных 
параметров. Взаимосвязи между этими 
параметрами формируются на базе фе- 
номенологических моделей, компонен-
ты которых идентифицируются с исполь- 
зованием экспериментальных данных 
[8—10].

Особое место занимают модели, строя- 
щиеся с использованием спектральных 
разложений по релейным нелинейностям, 
что было предложено в работах по маг-
нетизму [11], в которых рассматривает-
ся процесс намагничивания как стати-
стический результат перемагничивания 
отдельных элементарных областей (до-
менов). 

В настоящее время эти идеи превра-
щены в строгий математический аппа-
рат и существенно развиты для упругого 
гистерезиса [9, 12—14]. Схожие фено-
менологические представления предло-
жены и развиваются в различных об- 
ластях механики и физики [11, 14—16]. 
Однако для идентификации параметров 
таких моделей часто требуются слож-
ные экспериментальные исследования 
и интерпретации полученных данных 
[17, 18].

Таким образом, задачей данной ра-
боты является стремление дать макси-
мально точное математическое описа-
ние влияния микроструктуры образцов 
на характеристику напряженно-дефор-
мированного состояния, без чего невоз-
можно теоретически оценить степень 
гистерезисной нелинейности в процес-
се деформирования. Решение такой за-
дачи также ведет к совершенствованию 
методов нелинейной диагностики со-
стояния материалов, в том числе и гео-
материалов.

Оценку напряженно-деформированно- 
го состояния конкретных горных пород 
можно получить эмпирическими мето- 
дами, которые могут быть весьма затрат- 

ными по времени и ресурсам, а также в 
каких-то случаях нецелесообразными. 
В силу этого для горных пород стремят-
ся применять как аппроксимирующие, 
так и основанные на различных теори-
ях гистерезиса математические модели.

Параметры упругого гистерезиса поз- 
воляют более качественно оценить в 
допустимой мере геомеханические про- 
цессы в реальных горных породах или 
правильно рассчитать параметры теп- 
ловых процессов, происходящих в мас-
сиве. Описание упругого гистерезиса 
осуществляется на основе введения не- 
линейных параметров в обобщенный за- 
кон Гука, а также с включением в физи-
ческое уравнение гистерезисных сред 
специального слагаемого, отвечающего 
за гистерезис. 

Одна из наиболее распространенных 
в настоящее время моделей гистерезис-
ных явлений — это модель пространст- 
ва Прейсаха-Майергойца (ПМ-модель), 
описывающая нелинейно-упругое пове-
дение структурно-неоднородных сред с 
дискретной памятью [19—25]. В связи 
с этим целью данной работы является 
построение модели упругого гистерези-
са пород различного генотипа.

Основой ПМ-модели являются упру- 
гие элементы ПМ-пространства — так 
называемые гистероны, плотность ρ ко- 
торых позволяет наблюдать за реакцией 
макроскопического геоматериала, де-
монстрирующего нелинейное гистере- 
зисное поведение под воздействием де- 
формационных процессов [13, 26, 27]. 
Гистероны в исследуемых геоматериа- 
лах — это гистерезисные упругие эле-
менты структуры в микромасштабе (мик- 
ротрещины, поры, межзеренное прост- 
ранство и т.д.). Предполагается, что для 
пород различных генотипов существу-
ет характерная плотность гистеронов ρ, 
которая позволяет описывать упругие 
свойства этих пород (например, статиче- 
ский и динамический модули упругости). 
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В наших исследованиях (определения ρ 
по кривым нагружения образцов, полу-
ченных в результате статических меха-
нических испытаний) были использо-
ваны образцы пород различных геноти-
пов: габбро, гранит, мрамор, известняк. 
Результат исследования позволит инвер-
тировать плотность в пространство ПМ 
(построить математическую модель). 

Методы 
Известна «классическая» теоретиче-

ская модель, описывающая напряжен-
но-деформированное состояние (НДС) 
микронеоднородных консолидирован-
ных твердых тел.

Такая модель как характеристика нап- 
ряженно-деформированного состояния 
образцов горных пород с учетом гис- 
терезисной нелинейности может быть 
представлена следующей зависимостью:

� � � �( ) ...� � �E E1 2
2  (1)

где σ — напряжение; ε — относитель-
ная деформация; E1 — модуль упругости 
1-го порядка; E2 — модуль упругости 
2-го порядка.

«Классическая» теория распростра-
нения упругих волн в нелинейном ма-
териале основана на выражении плот-
ности энергии как функции скалярных 
инвариантов тензора деформации. Эта 
формулировка, в которой напряжение 
считается аналитической функцией от 
деформации, была очень успешной в 
описании статики и динамики широко-
го спектра материалов [6, 26].

Применяя для аналитических иссле-
дований нелинейные уравнения упру-
гости «классической» теории, практи-
чески невозможно описать гистерезис, 
который наблюдается в упругом отклике 
большинства горных пород и подобных 
физических сред. В породе напряжение 
не является аналитической функцией 
деформации. Поэтому в основу иссле-
дований положена система упругих эле- 

ментов, которая гистерезисно реагиру-
ет на напряжения в горной породе.

Каждый упругий элемент характери-
зуется двумя состояниями — открытое 
и закрытое, которые описываются соот- 
ветствующими параметрами длины (lo, lc) 
и параметрами напряжения (σo, σc), при- 
чем lo, σo означают параметры откры-
того элемента (например, микротрещи-
ны), а lc и σc — параметры закрытого 
элемента. Зависимость изменения дли-
ны гистерона от напряжения линейна и 
гистерезисна.

В ПМ-модели принято оценивать рас- 
пределение упругих элементов по нап- 
ряжениям в пространстве ρ(σo, σc), т.е. 
каждому упругому элементу соответст- 
вуют точки с координатами (σo, σc) в 
этом пространстве (рис. 1). Точки про-
странства, где σo = σc, графически пред-
ставляют собой диагональ, т.е. упругие 
элементы открыты и закрыты при од-
ном и том же напряжении и не демон-
стрируют гистерезисное поведение [6, 
26].

Соответствующая модель материала 
состоит из большого количества абст- 
рактных гистерезисных упругих элемен- 
тов, наблюдаемых в пространстве ПМ, 
которые проявляют различную степень  
гистерезиса, таким образом, чем боль-
ше гистерезисна упругая единица, тем 
дальше она находится от диагонали. Ес- 
ли гистерезис отсутствует, то все эле-
менты попадают на диагональ, и модель 
сводится к классической теории, опи-
санной выше. 

Плотность ρ упругих единиц в ПМ-
пространстве определяется так [8, 28]:

[ ]( ) ( , )� � �� � � � �� � �
�� �

�

��i l l m no c
n

i

m i

N

01

1

, (2)

где [ε↑—ε↓](i) — величины деформа-
ций, соответствующие ветвям разгрузки 
и нагрузки при одном и том же значении 
напряжения, соответственно; i — номер 
шага по значениям напряжений, i = 0 



9

соответствует минимальному значению 
напряжения, i = N — максимальному; 
ρ(m, n) — функция, представляющая 
плотность гистерезисных микроскопи-
ческих упругих элементов, т.е. число 
гистеронов в единичной площади про-
странства ПМ-модели. 

В работе использовался метод «экс-
поненциального ослабления», заключа-
ющийся в том, что если известно зна-
чение ρ под диагональю (т.е. ρ(i, i–1), 
то остальные элементы, стоящие в i-м 
столбце, можно вычислить по формуле 

� � �( , ) ( , ) ( )i k i i e i k� � � � � �1 1 , (3)

где k = 0, …, i–1, а α — параметр метода, 
называемый коэффициентом ослабления, 
в данном исследовании равен 0,025.

В математических моделях ПМ-про- 
странство (треугольник Прейcаха-Майер- 
гойца) формируют как нижнедиагональ- 
ную матрицу размера N×N, где ненуле-
вые значения функции распределения 
ограничены треугольником.

Функция плотности распределения 
гистеронов в ПМ-пространстве опреде- 

Рис. 1. Плотность распределения гистеронов в ПM-пространстве по напряжениям нагрузки σc, МПа 
и разгрузки σo, МПа образцов: гранит красный, σmax = 75 МПа (а); мрамор, σmax = 30 МПа (б); габбро, 
σmax = 70 МПа (в); известняк, σmax = 30 МПа (г)
Fig. 1. The hysterons density in the PM-space in terms of loading stresses σc, MPa and unloading stresses σo, 
MPa samples: red granite, σmax = 75 MPa (a); marble, σmax = 30 MPa (b); gabbro, σmax = 70 MPa (v); limestone, 
σmax = 30 MPa (g)
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ляется на основе проведенных экспери- 
ментов по статическому нагружению об- 
разцов горных пород согласно стандар-
ту DIN EN 14580-2005. Определению 
модуля упругости E предшествует уп- 
лотнение образца двумя циклами на-
грузки и разгрузки, что способствует 
получению стабильных деформацион-
ных характеристик и обратимому упру-
гому деформированию во время испы-
таний образцов горной породы.

Физический эксперимент по опреде- 
лению упруго-пластических характери- 
стик проводился на образцах горных 
пород призматической формы с линей-
ными размерами 20×20×40 мм, обосно-
вания размеров образцов и методики 
испытаний приведены в [28, 29]. Испы- 
тания проводились на автоматизирован- 
ной испытательной машине LFM-50 kN, 
в встроенной программе которой были 
заданы: режим испытаний — одноос-
ное сжатие с измерением деформации 
по перемещению сжимающих плит ус- 
тановки; значения напряжения 33% для 
нагрузки и 2% для разгрузки от преде-
ла прочности на одноосное сжатие для 
каждого цикла; в третьем цикле испыта- 
ний нагружение и разгрузка производи- 
лись с постоянной скоростью 0,3 МПа/с. 

На основе полученных эксперимен- 
тальных зависимостей σ(ε) в среде Math 
CAD с использованием формул (1)—(3) 
были рассчитаны матрицы значений 
ρ(σо,σc). Этот процесс проводился сле-
дующим образом: напряжения при на-
грузке и разгрузке были разделены на 
45 равных интервалов, соответственно, 
были получены одинаковые значения 
напряжений как при нагрузке, так и при 
разгрузке. По этим значениям напряже- 
ний были интерполированы деформа-
ции. Таким образом, были получены при 
каждом значении напряжений соответ- 
ствующие им деформации при нагрузке 
и разгрузке, по разнице которых опре-
деляется ширина раскрытия петли уп- 

ругого гистерезиса и, в целом, степень 
гистерезисной нелинейности геомате-
риалов. Также степень гистерезисности 
была определена шириной раскрытия 
петли гистерезиса по оси напряжений, 
значения которых и были использованы 
для определения плотности гистеронов 
в пространстве Прейсаха-Майергойца в 
соответствии с формулой (3). 

Результаты расчетов представлены 
на рис. 1.

Результаты и их обсуждение 
В соответствии с математической мо- 

делью Прейсаха-Майергойца были по-
строены плотности распределения ги-
стеронов в ПМ-пространстве для пород 
различных генотипов, представленные 
на рис. 1. Из этого рисунка также вид-
но, что каждый генотип пород обладает 
своим видом плотности распределения 
гистеронов в ПМ-пространстве.

На графическом представлении ПМ-
пространства мрамора можно увидеть, 
что плотность гистеронов больше вбли-
зи диагонали, что означает незначитель-
ное отличие напряжений разгрузки σо 
гистерезисных элементов мрамора от 
напряжения при нагрузке σc. В целом 
плотность гистеронов больше при нап- 
ряжениях, не превышающих 20 МПа, 
выше этого значения кривые нагрузки 
и разгрузки смыкаются и гистерезис не 
наблюдается. Ту же самую ситуацию 
можно наблюдать для образца извест-
няка, что подтверждает схожесть упру-
гого гистерезиса для однотипных по ге-
незису пород известняка и мрамора. 

Скальные породы отличаются более 
высокими параметрами упругого гисте- 
резиса [23, 25] и меньшей степенью ги-
стерезисности, так как в процессе де-
формирования в отличие от пластичных 
пород трещины смыкаются быстрее.

Таким образом, модель Прейсаха-
Майергойца, основанная на простейшей 
статистической системе гистерезисных 
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частиц, позволяет качественно и коли-
чественно оценивать нелинейное упру-
гое поведение такого иерархически слож- 
ного по структуре материала, как гор-
ная порода.

Можно наблюдать наибольшую плот- 
ность гистеронов (порядка 200 единиц) 
вдали от диагонали (фиолетовый цвет), 
разделяющей ПM-пространство, это зна- 
чит, что напряжение разгрузки σо мик- 
роскопических гистерезисных элемен- 

тов горных пород в целом значительно 
отличаются от напряжения нагрузки σc. 
Плотность гистеронов, для которых σо 
и σc 2,5—3% от предела прочности, боль-
ше, чем при больших значениях нап- 
ряжений, что также демонстрирует не-
линейность на начальном этапе диаг- 
раммы деформирования. Наименьшее 
количество гистеронов — в начале на- 
грузки и в конце разгрузки, порядка 
0—3 единиц. 

Рис. 2. Экспериментальная (синяя сплошная) и расчетная (красная пунктирная) петли упругого гисте-
резиса образца габбро
Fig. 2. Experimental (solid blue curve) and calculated (dashed red curve) elastic hysteresis loops of a gabbro 
sample

Рис. 3. Экспериментальная (синяя сплошная) и расчетная (красная пунктирная) петли упругого гисте-
резиса образца гранита 
Fig. 3. Experimental (solid blue curve) and calculated (dashed red curve) elastic hysteresis loops of a granit 
sample
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Модели в ПМ-пространстве нахо-
дятся в соответствии с эксперименталь-
ными данными деформирования образ-
цов в условиях упругого гистерезиса. 
Плотность гистеронов увеличивается при 
удалении от диагонали, поэтому можно 
сделать вывод о том, что в данных гор-
ных породах много гистерезисных эле-
ментов, имеющих значительную раз-
ницу между напряжениями нагрузки и 
разгрузки.

Особенно стоит отметить образцы 
габбро, для которых наибольшая плот-
ность гистеронов наблюдается по всей 
длине вблизи диагонали. Этот факт сви-
детельствует о том, что напряжения на- 
грузки и разгрузки различаются незначи- 
тельно по сравнению с породами других 
генотипов. Это соответствует экспери-
ментальным диаграммам деформирова- 
ния (см. рис. 2—5).  В качестве примера 
приведены экспериментальные и модель- 

Рис. 4. Экспериментальная (синяя сплошная) и расчетная (красная пунктирная) петли упругого гисте-
резиса образца мрамора 
Fig. 4. Experimental (solid blue curve) and calculated (dashed red curve) elastic hysteresis loops of a marble 
sample

Рис. 5. Экспериментальная (синяя сплошная) и расчетная (красная пунктирная) петли упругого гисте-
резиса образца известняка 
Fig. 5. Experimental (solid blue curve) and calculated (dashed red curve) elastic hysteresis loops of a limestone 
sample
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ные замкнутые кривые упругого гисте- 
резиса для габбро и гранита (соответст- 
венно, рис. 2 и рис. 3). 

Кривые построены на основе 45 ди- 
скретных участков. На них можно уви-
деть, что восходящая и нисходящая кри-
вые достаточно близки друг к другу, т.е. 
имеют малую степень гистерезисности, 
в отличие от мрамора и известняка [23, 
25] — рис. 4 и рис. 5.

Заключение
Вопрос моделирования процессов де- 

формирования горных пород в настоя-
щее время актуален, на что указывает 
множество работ в этой области. Его 
решение даст возможность создавать и 
совершенствовать методы построения 
численных геомеханических моделей и 
получать более верные взаимосвязи меж- 
ду свойствами образцов и свойствами 
породы в натурных условиях для иссле- 
дования, моделирования и проектирова- 
ния процессов горного и нефтегазового 
производства.

На основе обзора существующих ма- 
тематических моделей механического 
поведения твердых тел, в том числе гор- 
ных пород, выявлено, что перспективным 
подходом к описанию процесса накоп- 
ления деформации в условиях упругого 
гистерезиса является теория Прейсаха, 
несмотря на сложности ее реализации в 
программных комплексах.

В данной работе исследовано прояв-
ление упругого гистерезиса в образцах 
горных пород (габбро, мрамора, извест-
няка и гранита). Обосновано примене-
ние модели механического поведения 
образцов в условиях упругого гистере-
зиса Прейсаха, построенной на основе 
экспериментальных данных. Показано, 
что модель пространства Прейсаха-Май- 
ергойца способна качественно и коли-
чественно описывать поведение нели-
нейной упругой среды, такой как горная 
порода.

Было установлено, что для образцов 
различных генотипов горных пород плот- 
ность распределения гистеронов в ПМ-
пространстве заметно разнится. Таким 
образом, модель Прейсаха-Майергойца 
позволяет с учетом особенностей мик- 
роструктуры описывать упругий гисте-
резис исследуемых образцов горных по- 
род, имеющих многоуровневую дефект-
ную внутреннюю структуру.

Перспективы и направления 
будущих исследований
Исследования в области построения 

моделей упругого гистерезиса горных 
пород различных генотипов, в том чис-
ле на основе теории Прейсаха, имеют 
широкие перспективы и могут привести 
к значительным прорывам в области 
горного дела и геотехники. Вот некото-
рые возможные направления будущих 
исследований: 

1. Изучение влияния генотипов гор-
ных пород на параметры их упругого 
гистерезиса, что даст возможность вы-
являть особенности поведения различ-
ных пород при циклических нагрузках. 

2. Использование новых эксперимен- 
тальных и численных методов для изме- 
рения и моделирования упругого ги-
стерезиса пород и разработка на этой 
основе новых методов исследования уп- 
ругих свойств горных пород.

3. Анализ влияния различных факто-
ров (влажности, температуры, скорости 
деформации и других) на параметры 
упругого гистерезиса горных пород для 
исследования поведения пород при цик- 
лических нагрузках. 

4. Применение модели упругого ги-
стерезиса для решения практических 
задач в горном деле и геотехнике. Это 
может включать использование модели 
для прогнозирования поведения горных 
пород при различных условиях нагруз-
ки и оптимизации проектирования гор-
ных сооружений. 
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5. Исследование возможности исполь-
зования модели упругого гистерезиса 
для оценки состояния и прогнозирова- 
ния поведения горных пород в различ- 
ных геологических условиях. Это может 
включать изучение влияния различных 
геологических факторов (например, струк- 
туры горных пород) на параметры их 
упругого гистерезиса. 

В целом, исследование в области по-
строения модели упругого гистерезиса 

горных пород различных генотипов на 
основе теории Прейсаха имеет большой 
потенциал для расширения наших зна-
ний о поведении горных пород и разра- 
ботки новых методов и подходов к гор-
ному делу и геотехнике. 

Авторы выражают признательность 
за помощь профессору, д.т.н Е.Б. Че- 
репецкой, ведущему инженеру, к.т.н. 
П.И. Дубинину.
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