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онкое измельчение представля-
ет собой одну из наиболее важ-

ных операций процесса подготовки сы-
рья и готового продукта в горнорудной, 
пищевой, химической, металлургиче-
ской, и других отраслях промышленно-
сти. С помощью измельчения могут 
быть решены следующие задачи: отде-
ление экономически важного материала 
от ненужных компонентов смеси; уве-
личение поверхности на единицу массы 
материала для интенсификации химиче-
ского процесса; получение продукта не-
обходимой дисперсности; обеспечение 
особых требований потребителя.      

В процессе поиска оптимального 
метода измельчения были разработаны 
различные способы помола и типы 
мельниц. Среди них особое место за-
нимают вибрационные мельницы. Они 
наиболее эффективны при тонком из-
мельчении материалов (менее 100 
мкм), причем, чем тоньше требуется 
помол, тем выше эффективность этого 
способа измельчения.   

В условиях постоянно растущих объ-
ёмов производства мелкодисперсных 
материалов требуется создание про-
мышленных вибрационных мельниц 
большой производительности. Однако 
увеличение габаритов вибромельниц 
сдерживается прочностными характери-
стиками привода и конструкции в целом 
этих машин. Практически неисследо-

ванным остаётся вопрос, связанный с 
определением нагрузок на помольную 
камеру, возникающих в результате дви-
жения мелющей загрузки. Исследования 
в данной области имеют важное значе-
ние для разработки конструкций вибро-
мельниц, обеспечивающих повышенный 
ресурс при требуемом качестве готового 
продукта.  

В связи с вышеизложенным, иссле-
дование динамических параметров по-
мольной камеры вибрационной мельни-
цы для тонкого измельчения горных по-
род, обеспечивающее увеличение ресур-
са мельницы, является актуальной науч-
ной задачей. 

Исследования, представленные в на-
стоящей работе, посвящены анализу же-
сткостных и прочностных характеристик 
конструкции вибрационной мельницы и 
выбору рациональных вариантов конст-
руктивно-силовой схемы помольной ка-
меры с точки зрения повышения ресурса 
мельницы.  

Для составления расчётной схемы 
вибромельницы был использован метод 
конечных элементов (МКЭ), который 
представляет собой наиболее распро-
страненный приближенный метод в ме-
ханике твердого тела и может быть ин-
терпретирован с физической или мате-
матической точки зрения. 

Основа физической концепции МКЭ 
– это разбиение конструкции помольной 
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камеры на непересекающиеся компо-
ненты (подобласти) простой геометрии, 
называемые конечными элементами. 
Множество элементов, на которые раз-
бита конструкция, составляет конечно-
элемент-ную сетку. Механическое пове-
дение каждого элемента выражается с 
помощью конечного числа степеней 
свободы или значений искомых функ-
ций во множестве узловых точек. Пове-
дение математической модели, таким 
образом, аппроксимируется поведением 
дискретной модели, полученной путем 
сборки или ансамблирования всех эле-
ментов. 

Последовательность процедур алго-
ритма МКЭ может быть представлена в 
следующем виде: 

• Дискретизация рассматри-
ваемой области, 

т.е. замена континуальной среды со-
вокупностью КЭ заданной формы, со-
единенных между собой в узлах конеч-
ным числом связей. 

В данной работе использовались 
два вида конечных элементов со сле-
дующими геометрическими атрибута-
ми: 

CROD -одномерный двухузловой 
стержневой элемент;  

CQUAD -двухмерный четырехузло-
вой элемент. 

• Выбор аппроксимирующих 
функций. 

При кусочно-непрерывной аппрок-
симации предполагается, что переме-
щения внутри элемента могут быть 
выражены через перемещения в его 
узлах. Эта связь описывается при по-
мощи так называемых функций фор-
мы, которые аппроксимируют дейст-
вительное поле перемещений внутри 
элемента. От выбора аппроксимирую-
щих функций в значительной степени 
зависит точность решения. Эти функ-
ции должны удовлетворять критерию 

совместимости: функции формы 
должны обеспечивать непрерывность 
перемещений и ее производных до (n-
1)-го порядка на границе между эле-
ментами (где n-порядок старшей про-
изводной в функционале энергии). 

Рассмотрим типовой конечный эле-
мент упругого тела, имеющий узлы i, 
j,... Обозначим через 

uur uur
, ,...i jv v  матрицы 

перемещений соответствующих узлов. 
Все узловые перемещения элемента об-
разуют матрицу 

{ }=
r r r

Ke
i jv v v               (1) 

Рассмотрим теперь произвольную 
точку внутри элемента. Перемещения 
этой точки в направлении координатных 
осей образуют матрицу-столбец, кото-
рую обозначим через r

u : 

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

r x

y

z

u
u u

u
                     (2) 

где xu , yu  , zu  - смещение рассматри-
ваемой точки в направлении осей x, y, z. 

В методе конечных элементов при-
нимается допущение, согласно кото-
рому перемещения всех точек элемен-
та однозначно определяется его узло-
выми перемещениями. В матричных 
обозначениях это означает существо-
вание равенства  

α=
r r eu v ,         (3) 
где α - прямоугольная матрица, в ко-
торой количество строк равно числу 
компонент матрицы r

u , a ко-личество 
столбцов – числу компонент матри-
цы r ev . Элементами матрицы α  явля-
ются некоторые функции координат 
(аппроксимирующие функции). В об-
щем случае пространственного тела её 
можно представить в виде  
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α
α α

α

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x

y

z

        (4) 

гдеαx ,αy  ,αz  - матрицы-строки. 
Воспользовавшись формулами Ко-

ши, можно выразить деформации в каж-
дой точке конечного элемента через его 
узловые перемещения: 

 
ε ε α= → =

r rr r eLu L v        (5) 

где
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Воспользовавшись далее законом 

Гука  в видеσ κε=
rr , где σr - матрица-

столбец напряжений; κ - матрица упру-
гих постоянных, получаем 
σ κβ=

rr ev                  (7) 
Отсюда можно сделать вывод о том, 

что при известной матрице аппроксими-
рующих функций напряженное и де-
формированное состояние конечного 
элемента однозначно определяется уз-
ловыми перемещениями. 

• Вывод матриц жесткости и 
вектора узловых сил из вариационного 
принципа Лагранжа 

На этом этапе осуществляется вы-
числение матриц жесткостей элементов 
и построение глобальной матрицы сис-
темы алгебраических уравнений и век-
тора узловых сил. 

Рассмотрим упругое равновесие де-
формированного конечного элемента. 
Внешними нагрузками для него являют-
ся напряжения, возникающие на его 
границе в результате взаимодействия со 
смежными элементами, объемные си-
лы

r
R  и, возможно, поверхностные на-

грузки 
r
p  (если часть его поверхности 

совпадает с поверхностью, ограничи-
вающей тело). Предположим, что узло-
вые перемещения r ev  получили произ-
вольные бесконечно малые приращения, 
определяемые матрицей 

{ }δ δ δ=
r r r

Ke
i jv v v        (8) 

Заменим напряжения на поверхности 
элемента эквивалентными им сосредо-
точенными узловыми силами, дейст-
вующими в направлении узловых пере-
мещений: 

{ }=
r r r

. . .e e e
i jP P P        (9) 

где 
r r

. . .e e
i jP P - матрицы сил для узлов i, 

j, … . Объемные 
r
R  и поверхностные 

rp силы заменим эквивалентными узло-

выми силами { }=% % % . . .e e e
i jP P P . 

Силы %eP +
r

eP  будем считать экви-
валентными действительным нагруз-
кам, если их работа на перемещениях 
δ

r ev  равна работе внешних нагрузок 
δ eA  на перемещениях δ αδ=

r re eu v : 
 

( ) ( )δ δ= +
rr %Te e e eA v P P       (10) 

Посчитаем теперь вариацию потен-
циальной энергии деформации δ eU : 
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τ τ

τ

δ δε σ τ βδ κβ τ

δ β κβ τ

= = =

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫

∫

r rr r

r r

( )

( )

e e

e

e T e T e

e T T e

U d v v d

v d v
 (11) 

где τ
e - объем конечного элемента. 

Выражение, заключенное в квадрат-
ные скобки, представляет собой квад-
ратную матрицу. Ее элементы получа-
ются интегрированием элементов сим-
метричной матрицы β κβT . Пусть 

τ

β κβ τ= ∫
e

e Tk d ,   тогда 

0δ δ=
r r( )e e T e eU v k v       (12) 

и = +
rr %e e e ek v P P        (13) 

Матрица ek  называется матрицей 
жесткости конечного элемента. При 
известной геометрии конечного эле-
мента и заданных упругих характери-
стиках материала матрица жесткости 
вполне определяется выбором аппрок-
симирующих функций. 

В соответствии с выражени-
ем ε β=

rr ev  матрицу β  можно разбить 

на блоки: β β β= ⎡ ⎤⎣ ⎦Ki j . Тогда матрица 
жесткости КЭ будет выглядеть следую-
щим образом: 

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L
L

L L L

e e
ii ij

e e e
ji jj

k k
k k k       (14) 

где 
τ

β κβ τ= ∫
e

e T
rs r sk d  

Применим вышесказанное к состав-
лению глобальной матрицы жесткости 
разбитого на конечные элементы упру-
гого тела, приводящую к системе урав-
нений относительно пере-
мещений { }=

r r r r
K1 2 nv v v v , где n – 

общее число узлов при принятой схеме 
дискредитации. 

Если в узлах тела приложены сосредо-
точенные силы, то из них можно образо-
вать матрицу { }=

r r r r
K1 2 nP P P P . Типо-

вой элемент 
r

rP  этой матрицы пред-
ставляет собой подматрицу сил, дейст-
вующих в узле r в направлении переме-
щений

r
rv . 

Узловые силы, эквивалентные внеуз-
ловой нагрузке, также объединим в мат-
рицу { }=% % % %K1 2 nP P P P . 

Тогда из уравнений равновесия узлов 
получим: 

= +
rr %Kv P P              (15) 

где К – матрица жесткости всего тела, 
которая может быть представлена в 
форме: 

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K
M O M

L

11 1

1

n

n nn

k k
K

k k
        (16) 

Типовая подматрица = ∑ e
rs rs

e

k k  по-

лучается суммированием подматриц e
rsk  

по всем конечным элементам, содержа-
щим одновременно узлы r и s.  

• Учет граничных условий. 
Полученная на основе указанных 

методов глобальная матрица жестко-
сти является вырожденной, поскольку 
в соответствии с уравнениями равно-
весия заданной системы часть уравне-
ний (для пространственных систем – 
шесть, а для плоских - три) окажутся 
взаимно зависимыми. Корректировка 
этой матрицы при учете граничных 
условий приводит к невырожденной 
системе линейных алгебраических 
уравнений относительно вектора узло-
вых перемещений. 

• Решение системы алгебраиче-
ских уравнений. 
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Для решения системы алгебраических 
уравнений используются стандартные 
программы, имеющиеся в математиче-
ском обеспечении ЭВМ,  специально 
подготовленные и лучшим образом учи-
тывающие симметрию и структуру мат-
рицы жесткости системы – редкозапол-
ненность или ленточность. 

• Определение деформаций и на-
пряжений. 

После определения узловых переме-
щений в соответствии с известными со-
отношениями теории упругости могут 

быть определены деформации и напря-
жения. 

Применение описанного выше ал-
горитма метода конечных элементов, 
используемого для определения 
прочностных параметров помольной 
камеры вибрационной мельницы, по-
зволил увеличить её ресурс и повы-
сить производительность за счёт вы-
бора рациональных рабочих парамет-
ров, обеспечивающих заданные усло-
вия эксплуатации. 
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