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нализ гидродинамического дав-
ления воды является одной из 

составных и существенных задач при 
планирование инженерных мероприятий 
ведении горных работ в водонасыщен-
ном массиве. Сложным вопросом при 
решении таких задач является вопрос о 
положении депрессионной кривой для 
безнапорного режима фильтрации. 

В данной работе для описания про-
цесса движения подземных вод исполь-
зовано уравнение фильтрации, которое 
для широкого круга задач можно пред-
ставить в виде (плоская задача) [1, 2]: 
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где η -  коэффициент упругоемкости по-
роды; h – пьезометрическая высота, рав-
ная h = р/γв, γв – удельный вес воды, р –
давление воды; kx и ky коэффициенты 
фильтрации.  

Применение метода конечных эле-
ментов [3] (треугольных элементов с 
линейной функцией формы) и замена 
производной конечной разностью по 
схеме разность назад дает следующую  
систему уравнений 
[K]{hn+1} = {f(hn)},                              (1) 
где Klm = (blbmkxx + blcmkxy + clbmkxy + 
+clcmkyy + λlmη/∆t)S; fl = (blkxy + clkyy)× 
×S + (λlmηS∑hm

n)/∆t -VnL/2 - Klm hm,0.  

В этих уравнениях: hn и hn+1 пьезо-
метрическая высота соответственно 
предыдущего и последующего шага 
итерации; b = ∂N/∂x, c = ∂N/∂y, N – 
функция формы; λlm = 1/12 при l≠m, λll = 
1/6; S – площадь треугольного элемента. 
В свободных членах fl  третье слагаемое 
рассчитывается, если узлы  «l» и «m» 
лежат на границе расчетной области (L 
– длина стороны треугольного элемен-
та) и известна нормальная составляю-
щая скорости фильтрации Vn, послед-
нее – если для узла «m» известно дав-
ление на границе. 

Составляя уравнение баланса на 
свободной поверхности [1] (депресси-
онной кривой) с учетом интенсивности 
инфильтрации ε и гравитационная ем-
кость (коэффициента гравитационной 
водоотдачи) μ, можно получить сле-
дующее кинематическое уравнение 
для граничного условия на ней 

( )ε μ= +
r r

y гVn n V n ,                          (2) 

где вектор n – вектор нормали к сво-
бодной поверхности, nу – направляю-
щей косинус этого вектора, Vг – ско-
рость смещения границы в направле-
нии нормали. Это значение Vn входит в 
систему уравнений (1) если граница 
является депрессионной поверхно-
стью; на водоупоре - Vn = 0. 

Метод определения положения де-
прессионной кривой заключается в том, 
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что при решении системы уравнений (1) 
для узлов, лежащих выше депрессион-
ной кривой, решение дает отрицатель-
ные значения давления воды. Последо-
вательность вычислений заключается в 
следующем. Пусть на момент времени t 
известно положение депрессионной по-
верхности и все узловые значения hn, 
при этом расчетная область включает 
только узлы, лежащие на депрессионной 
поверхности и ниже. Считая, что для 
шага итерации t+∆t неизвестны узловые 
значения давления и для узлов на де-
прессионной кривой, определяются дав-
ления hn+1 . Если участки депрессионной 
кривой должны подняться, то расчет 
даст давления на них   hn+1>0, если опус-
титься - hn+1<0. Изменив соответствую-
щим образом положение узлов, пере-
строив треугольные элементы согласно 
новому положению узлов и оставляя в 
расчетной области узлы, лежащие на 
депрессионной кривой и ниже ее,  рас-
чет повторяется с теми же значениями 
hn. Такая последовательность вычисле-
ний (пространственная итерация) вы-
полняется до достижения наилучшего 
приближения для давлений на свобод-
ной поверхности, которое в идеальном 
случае должно равняться нулю. На сле-
дующем шаге временной итерации, ис-
пользуя полученные значения hn+1 и из-
менившиеся к моменту времени t+∆t 
граничные условия (давления на грани-
це питания, давления воды в отработан-
ном пространстве и т.п.) процесс про-
странственной итерации повторяется. 
Такая методика расчета для стационар-
ного режима фильтрации через прямо-
угольную перемычку на непроницаемом 
горизонтальном основании [3] показала 
хорошее совпадение с аналитическими 
зависимостями, приведенными в работе 
[5] , как по положение депрессионной 
кривой, так и по величине промежутка 
высачивания. 

Скорость смещения депрессионной 
кривой в уравнении (2) рассчитывалась 
следующим образом. После итерации 
«n-1» находятся смещения узлов лежа-
щих на депрессионной кривой по отно-
шению к предыдущей итерации. По 
этим значения находится нормальная 
скорость смещения этих узлов. Эти зна-
чения Vг используются в итерации «n». 

В данной работе приведены резуль-
таты расчета нестационарной фильтра-
ции для фильтрации в перемычке, рас-
положенной на горизонтальном водо-
упоре, из водоема в канал (рис. 1, 2; 
сплошные линии), Канал в расчетах 
располагался симметрично между двумя 
перемычками. В расчетах: длина каждой 
перемычки L = 500М, высота H0 = 240М, 
длина канала Lк = 30 м, перемычки изо-
тропные с коэффициентом фильтрации kф 
= 0,003М/сут, коэффициент упругоемко-
сти η = 10-2…10-4, канал заполнен породой 
с пустотностью р = 0.2. 

Для начального стационарного со-
стояния рассчитывается положение де-
прессионной кривой для уровня воды 
канале 50М. Далее канал заполняется 
водой вследствие фильтрации через пе-
ремычки и инфильтрации с поверхности 
(что аналогично, в частности, отключе-
нию систем осушения в отработанном 
пространстве).  

Результаты расчета метода конечных 
элементов сравнивались с аналитически 
уравнением гидравлической теории. 
При сравнении результатов расчета сле-
дует учесть что, в отличие от метода ко-
нечных элементов, гидравлическая тео-
рия не дает промежуток высачивания. 
Именно поэтому расчеты выполнялись 
для начального уровня воды в канале 
50М, при этом максимальное значение 
промежутка высачивания не превышало 
15 % от высоты уровня в канале. 

В гидравлической теории положение 
депрессионной кривой для однородного 
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потока на горизонтальном непроницае-
мом основании определяется выражени-
ем [1, 4]: 

ε μ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
ф

H Hk H
x x t

,                 (3) 

где H – напор, который одновременно 
является вертикальной координатой де-
прессионной кривой, отсчитываемой от 
основания. При учете упругоемкости в 
уравнение баланса для столба площадью 
сечения 1М2 и длинной dx надо доба-
вить слагаемое, отражающее изменение 
пористости породы: ηН(∂H/∂t)dx. Хотя в 
гидравлической теории вертикальной 
скоростью фильтрации Vy пренебрега-
ют, однако можно приближенно ее 
учесть для стационарного режима 
фильтрации [4]. Уравнение баланса в 
этом  случае имеет вид: 

∂∂
+ =

∂ ∂
0yx VV dxdy dydx

x y
. 

Интегрируя это уравнение по «у» в 
пределах от 0 до Н, и учитывая, что пер-
вое слагаемое, в рамках гидравлической 
теории, не зависит от «у», а на границе y 
= H поступает в единицу времени объем 
воды, равный -εdx , получим: 

ε ∂
= −

∂
xVVy H
x

                                (4) 

Зная H(x,t) для стационарного режи-
ма (μ=0) можно найти Vy. Решение 
уравнения (3) для стационарного режи-
ма находится просто двойным интегри-
рование по «x»: 
Н2 = -2(ε/kф)x2 + Cx + H0

2, 
C = [HL

2-H0
2 + (ε/kф)L2]/L,              (5) 

где H0 = Н(0,t), HL = H(L,0) (при t=0 со-
стояние стационарное). Из уравнений 
(4,5) можно найти Vy. Таким образом, 
уравнение гидравлической теории для 
депрессионной кривой с учетом упруго-
емкости породы и вертикальной скоро-

сти фильтрации стационарного режима, 
в безразмерных величинах Y = H/H0, ξ = 
x/L, λ = L/H0, можно записать в сле-
дующем виде: 

η ζ τ

β ζ ββ
η
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l

2 2 2
ф
2 2

2 2 2 2
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2 2 2
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(2 1 )2
4

c

c

k T Y M Y
Y

k T Y
H Y

,    

где Tc = L2η/π2kф, τ = t/Tc, M = =2μ/ηH0, 
β = ε/kф., Y0 –  начальное положение 
уровня воды в канале Y0 = =HL/H0. Учи-
тывая, что последнее слагаемое  в пра-
вой части в скобках  малая добавка вер-
тикальной скорости фильтрации, числи-
тель и знаменатель в этом выражении 
находился как среднее интегральной 
значение в пределах 0≤ ξ ≥1. В первой 
скобке правой части Y заменялся сред-
ним значением <Y> (как это обычно де-
лают в гидравлической теории [1]). 
Окончательно получим: 
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η β
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( )β + +
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l 2 03 1
6
Y

Y                    (6) 

Решение уравнения (6) стандартным 
методом разложения в ряд Фурье дает 
следующий результат: 

Y2 = ΣCk(τ) Sin(kπζ) + 1 + [Y2(1,τ) - 1]ζ,  
k = 1,2…∞ ;                                    (7) 

где Y(1,τ) – высота уровня воды в кана-
ле в момент времени τ; коэф-фициенты 
Ck(τ) равны 
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Рис. 2. Неустановившееся течение: сплошные линии – расчет методом конечных элементов, 
точки – гидравлическая теория. Кривые 1,2- ε=0,0005М/сут, μ=0; кривая 1 - η=0,0001М-1, кривая 2 
- η=0,01М-1. Кривые 3,4 - ε=0 , μ=0,1; кривая 3 - η=0,0001М-1, кривая 2 - η=0,001М-1 
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 (8) 
где а = 1/(1+M/2<Y>), «B» – второе сла-
гаемое правой части уравнения (6) 

Интеграл в уравнении (8) рассчиты-
вался следующим образом. Если на мо-
мент времени t известно H(x,t), то объем 
воды dQ, поступающий в канал за время 

dt, и изменение уровня воды в канале 
dH(1,t) соответственно равны: 

ζ
ε

=

∂
= − +

∂

=

ф
1

( 2 к) ,

( , )
к

HdQ k H L dt
x

dQdH L t
pL

.        (9) 

(В уравнении (9) величина расхода за 
счет фильтрации удваивается т.к. в методе 
конечных элементов вода в канал посту-
пает с двух его бортов). Заменяя производ-

Рис. 1. Стационарный режим 
фильтрации при уровне воды в ка-
нале 50М, интенсивность ин-
фильтрации 0,0005М/сут. 
Сплошная линия – расчет методом 
конечных элементов; светлые круж-
ки – гидравлическая теория без учета 
вертикальной скорости, точки – с 
учетом вертикальной скорости. 
Вертикальные линии – изолинии на-
пора в относительных единицах 
H/H0. 
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ные конечной разностью, получим в без-
размерных величинах: 

ζ

ν ν ν
ζ

ν
→

Δ
Δ = − +

Δ

+ Δ

2

1

т

[ (1, )] 2 (1, )(2 (1, )

) , (10)

c
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T YY Y Y
T

E
 

где Th = pLLк/kфH0, Eг = εТс/рH0. Числен-
ное интегрирование коэффициентов Сk с 
постоянным шагом Δν позволяет найти 
их для любого момента времени τ = nΔν 
по рекуррентной формуле: 
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Расчеты суммы в уравнении (7) и 
численное интегрирование коэффициен-
тов Ck выполнялись с точностью не ху-
же 2 %. 

При учете вертикальной скорости 
фильтрации в гидравлической теории 
совпадение результатов расчета по этой 
теории и методом конечных элементов 
значительно лучше (рис. 1). Видно, что 
при интенсивности инфильтрации ε = 
0,0005М/сут наблюдается существенное 
отклонение от основного положения 
гидравлической теории: напор функция 

только H(x). При больших величинах ε 
это отклонение становится столь значи-
тельным, что сравнение результатов 
расчета гидравлической теории и метода 
конечных элементов становится не кор-
ректным. Расчеты с гравитационной ем-
костью выполнялись для условий, когда 
множитель при производной по времени 
в уравнении (6) существенно отличается 
от единицы – лежит в пределах 1,6 …7.  

На рис. 2 представлены некоторые 
результаты расчета методом конечных 
элементов (сплошные линии) и по урав-
нению (7) гидравлической теории (точки 
на рисунках). В таблице представлены 
результаты расчета времени заполнения 
канала и расход на конец времени за-
полнения. 

Из приведенных результатов видно, 
что расчеты методом конечных элемен-
тов удовлетворительно совпадают с 
аналитическим выражением гидравли-
ческой теории – ошибка не превышает 
17%. Можно считать, что предлагаемая 
методика может быть с удовлетвори-
тельной  степенью точности использо-
вана для определения положения де-
прессионной кривой и порового давле-
ния воды при неустановившемся тече-
нии подземных вод с учетом инфильт-
рации и гравитационной емкости. 
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ри ведении горных работ в во-
донасыщенном массиве возни-

кают задачи связанные с анализом влия-
ния движения подземных вод. Одним из 
сложных вопросов при решении таких 
задач является вопрос о положении сво-
бодной (депрессионной) поверхности. 

Для описания процессов профильной 
фильтрации (плоская задача) в данной 
работе использовано уравнение фильт-
рации, которое для широкого круга за-
дач можно представить в виде [1]: 

П 
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где η - коэффициент упругоемкости по-
роды; h – пьезометрическая высота, рав-
ная h = р/γв, γв – удельный вес воды, р –
давление воды; коэффициенты фильтра-
ции матрицы [kф] определяются соот-
ношениями 
kxx = kx(cosα)2 + ky(sinα)2;  
kyy = kx(sinα)2+ ky(cosα)2;  
kxy = (ky-kx)sinα⋅cosα,  
kx и  ky – коэффициенты фильтрации в 
направлении главных осей фильтрации, 
α - угол между направлением главной 
оси ky и осью «У».  

Применение метода конечных эле-
ментов [2] (треугольных элементов с 
линейной функцией формы) и замена 
производной конечной разностью по 
схеме разность назад приводит к систе-
ме уравнений 
[K]{hn+1} = {f(hn)},                              (1) 
где Klm = (blbmkxx + blcmkxy + clbmkxy + 
+clcmkyy + λlmη/∆t)S; fl = (blkxy + clkyy)S+ + 
(λlmηS∑hm

n)/∆t -Vn,0L/2- Klm hm,0.  
В этих уравнениях: hn и hn+1 пьезо-

метрическая высота соответственно 
предыдущего и последующего шага 
итерации; b = ∂N/∂x, c = ∂N/∂y, N – 
функция формы; λlm = 1/12 при l≠m, λll = 
1/6; S – площадь треугольного элемента. 
В свободных членах fl  третье слагаемое 
рассчитывается, если узлы «l» и «m» 
лежат на границе расчетной области (L 
– длина стороны треугольного элемента) 
и известна нормальная составляющая 
скорости фильтрации (для водонепро-
ницаемой границы Vn,0 = 0), последнее – 
если для узла «m» известно давление на 
границе. 

Метод определения положения де-
прессионной кривой заключается в том, 
что при решении системы уравнений (1) 
для узлов, лежащих выше депрессион-
ной кривой, решение дает отрицатель-
ные значения давления воды. По этим 
данным определяется граница между 
областью положительных и отрицатель-
ных давлений,  после чего область отри-
цательных давлений исключается из 
расчета - треугольные элементы пере-
страиваются так, чтобы они включали 
только область положительных давле-
ний. Далее выполняется расчет в новой 
расчетной области, при этом давление 
на  новой границе этой области (на ли-
нии «депрессионной кривой») считается 
неизвестными. Такие расчеты выполня-
ются до достижения наилучшего при-
ближения для давлений на границе, ко-
торое в идеальном случае должно рав-
няться нулю [3].  

Ниже более подробно рассмотрена 
методика расчета для случая, когда от-
работанное пространство заполняется 
подземными водами после отключения 
системы осушения. При работе систем 
осушения процесс фильтрации считает-
ся стационарным. По системе уравнений 
(1), в которых   коэффициент упругоем-
кости η = 0 и описанному выше алго-
ритму находится стационарное положе-
ние депрессионной кривой. По найден-
ным значениям давления воды опреде-
ляется расход в отработанное простран-
ство. Далее, считая, что за достаточно 
малый интервал времени ∆t расход не 
меняется, находится новое положение 
уровня воды в отработанной области, 
которое определяет новые значения дав-
ления воды на его контуре: ниже уровня 
воды давление гидростатическое, выше 
– равно нулю. По этим новым гранич-
ным значениям на контуре отработанно-
го пространства и  остальным узловым 
величинам hn   рассчитываются значения 
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пьезометрической высоты следующего 
шага итерации hn+1 , при этом давление 
на депрессионной кривой, (это давление 
на границе расчетной области, через ко-
торую проходит депрессионная кривая), 
также как и в остальной области про-
странства, считается неизвестным. Да-
лее, как описано выше, строится новое 
положение депрессионной кривой, и 
расчет со значениями  hn повторяется. 
Этот процесс выполняется до тех пор, 
пока не будет получено наилучшее при-
ближение. Затем выполняется следую-
щий шаг итерации по времени. Весь 
процесс расчета может занимать доста-
точно много времени, особенно если 
расчетная область включает несколько 
областей, у которых фильтрационных 
параметры резко отличаются. Это связа-
но во первых с тем, что требуется много 
итераций для перестройки депрессион-
ной кривой при подборе ее положения. 
Во вторых, может оказаться, что интер-
вал временной итерации ∆t необходимо 
выбирать очень малым. В таком случае 
процесс счета можно ускорить: можно 
положение депрессионной кривой ме-
нять через несколько интервалов време-
ни. Тогда диагонализировать матрицу 
надо только один раз и в процессе ите-
раций с данным временем ∆t соответст-
вующим образом менять только столбец 
свободных членов, что в резко сокраща-
ется время счета. Однако, численный 
анализ показал, что во многих случаях 
такая методика дает более высокую 
ошибку расчета. Ее можно рекомендо-
вать для предварительного анализа. 

Для проверки предлагаемой методи-
ки были выполнены расчеты филь-
трации в перемычке, расположена на 
горизонтальном водоупоре, из водоема в 
канал (рисунок, сплошные линии), Ка-
нал в расчетах располагался симметрич-

но между двумя перемычками. В расче-
тах: длина каждой перемычки L = 500М, 
высота H0 = 240М, длина канала Lк = 30 
м, перемычки изотропные с коэффици-
ентом фильтрации kф = 0,003 М/сут, ко-
эффициент упругоемкости η = 10-2…10-

4, канал заполнен породой с пустотно-
стью р = =0.2 Результаты расчета срав-
нивались с аналитически уравнением 
гидравлической теории. При выводе 
уравнения фильтрации гидравлической 
теории [1, 4] следует учесть, что, с уче-
том использования в качестве параметра 
породы упругоемкости, уравнение ба-
ланса для столба площадью сечения 1М2 
и длинной dx  имеет вид dqx/dx = -
ηН(dH/dt)dx, где qx – горизонтальный 
расход, H – напор (он же вертикальная 
координата депрессионной кривой). Хо-
тя в гидравлической теории вертикаль-
ной скоростью фильтрации пренебрега-
ют, однако можно приближенно ее 
учесть для стационарного режима 
фильтрации [4]. С учетом сказанного, в 
безразмерных величинах, получим: 

η ζ τ
∂ ∂

= +
∂ ∂l

2 2 2
ф
2 2 2ck T Y Y u , 

( )
η

−
= −

22
0ф

2 2

1
4

c Yk T
u

L Y
                         (2) 

где Y = H/H0, H – напор, ξ = x/L, λ = 
=L/H0, Tc = L2η/π2kф, τ = t/Tc, u – оце-
ночное значение вертикальной скорости 
фильтрации (безразмерной) для стацио-
нарного режима, Y0 –  начальное поло-
жение уровня воды в канале. Учитывая, 
что u малая добавка, в знаменателе для u 
в расчетах принято среднее значение 
<Y2>, равное <Y2 >=(Y0+1)/2. Отметим, 
что уравнение (2) является линейным по 
отношению к Y2 (если не учитывать  
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малую добавку u), а не линеаризован-
ным, как в большинство уравнений гид-
равлической теории [4]. При сравнении 
результатов расчета метода конечных 
элементов и уравнения (2) следует 
учесть, что уравнение (2), в отличие от 
метода конечных элементов, не дает 
промежуток высачивания. Поэтому рас-
четы выполнялись для начального уров-
ня воды в канале 50М, при этом макси-
мальное значение промежутка высачи-
вания не превышало 15 % от высоты 
уровня в канале. 

Решение уравнения (2) стандартным 
методом разложения в ряд Фурье дает 
следующий результат: 

Y2 = ΣCk(τ) Sin(kπζ)+1+[Y2(1,τ)-1]ζ, 

K = 1,2…∞;                                    (3) 

 
где Y(1,τ) – высота уровня воды в кана-
ле в момент времени τ; коэффициенты 
Ck(τ) равны 
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 (4) 
Интеграл в уравнении (4) рассчи-

тывался следующим образом. Если на 
момент времени t известно H(x,t), то 
объем воды Q, поступающий в канал, 
и изменение уровня воды в канале 
dH(1,t) соответственно равны: 

ζ =

∂
= − =

∂ф
1
, ( , )

к
H dQdQ k H dt dH L t
x pL

. 

Заменяя производные конечной раз-
ностью, получим в безразмерных вели-
чинах: 

ζ

ν ν ν
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Δ
Δ = − Δ

Δ
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h
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T

,   (5) 

где Th = pLLк/kфH0. Численное интегри-
рование коэффициентов Сk с постоян-
ным шагом Δν позволяет найти их для 
любого момента времени τ=nΔν по ре-
куррентной формуле: 
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Для сравнения с методом конечных 
элементов, расход в уравнении гидрав-
лической теории удваивался т.к. в мето-
де конечных элементов вода в канал по-
ступает с двух его бортов. Расчеты сум-

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Сплошные линии – расчет методом 
конечных элементов, точки – гидравличе-
ская теория, w=0, μ=0. Кривые: 1 - η=0,001М-

1, поднятие уровня 50 м, 2 - η=0,001М-1, подня-
тие уровня 85 м, 3 -η=0,01М-1, поднятие уровня 
50 м, 4 -η=0,0001М-1, поднятие уровня 85 м 
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мы в уравнении (3) и численное интег-
рирование коэффициентов Ck выполня-
лись с точностью не хуже 2 %. 

На рис. 1 представлены некоторые 
результаты расчета методом конечных 
элементов (сплошные линии) и по урав-
нению (3) гидравлической теории (точки 
на рисунках). В таблице представлены 
результаты расчета времени заполнения 
канала и расход на конец времени за-
полнения. 

Из приведенных результатов видно, 
что расчеты методом конечных элемен-
тов удовлетворительно совпадают с 
аналитическим выражением гидравли-
ческой теории – ошибка не превышает 
15 %. Таким образом можно считать, 
что предлагаемая методика может быть 
с удовлетворительной степенью точно-
сти использована для определения по-
ложения депрессионной кривой и поро-
вого давления воды при неустановив-
шемся течении подземных вод. 
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Метод конечных элементов Гидравлическая теория Коэффи- ци-
ент упруго-
емкости 

(М-1) 

Поднятие уровня  
в канале (М); 

начальная высота 
50М 

Расход 
(M3/сут) 

Время запол-
нения 

(сутки) 

Расход 
(M3/сут) 

Время за-
полнения 

(сутки) 
0,01 50 0,0103 11280 0,011 13100 
0,001 50 0,067 2750 0,076 2830 
0,001 85 0, 032 7720 0,041 7620 

0.0001 50 0.179 1580 0.176 1620 
0.0001 85 0,127 3170 0,144 3162 
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