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Ñåìèíàð № 14 
 

 

ðè äîáû÷å ñàïðîïåëÿ øíåêîâûìè ãðóíòîíàñîñíûìè óñòàíîâêàìè 
òðàíñïîðòèðîâàíèå åãî ÷àñòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ëîòêàì, íà äíå êîòî-

ðûõ ôîðìèðóåòñÿ ñëîé ñìàçûâàþùåé æèäêîñòè ñ òåêó÷åñòüþ áîëüøåé, ÷åì òå-
êó÷åñòü ñàïðîïåëÿ. Èçâåñòíî [1], ÷òî ñàïðîïåëü ÿâëÿåòñÿ âÿçêîïëàñòè÷íîé æèä-
êîñòüþ, ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Øâåäîâà – 
Áèíãàìà. Äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêèõ óñòàíîâîê íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ïî 
îïðåäåëåíèþ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ âÿçêîïëàñòè÷íîé æèäêîñòè ñ 
ãèäðîñìàçêîé â êàíàëå ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. 

Ðàññìîòðèì òå÷åíèå âÿçêîïëàñòè÷íîé æèäêîñòè (ÂÏÆ) ñ ãèäðîñìàçêîé ïîä 
äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîé øèðèíû ïðè íà-
ëè÷èè îäíîé ïëîñêîé ñòåíêè è îäíîé ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Íà ðèñ. 1 è 2 ïîêà-
çàíû ñõåìû òå÷åíèÿ ÂÏÆ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ãäå 1h - òîëùèíà ñëîÿ 

ñìàçûâàþùåé æèäêîñòè (ÑÆ) ñ ðåîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: 02p - ïðå-

äåëüíîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà, 2плη - ñòðóêòóðíàÿ âÿçêîñòü; )( 1hh − - òîëùèíà 

ñëîÿ òðàíñïîðòèðóåìîé æèäêîñòè (ÒÆ) ñ ðåîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 

01p  è 1плη , α - óãîë íàêëîíà ñòåíêè ê ãîðèçîíòó. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî æèäêîñòè 

äðóã ñ äðóãîì íå ïåðåìåøèâàþòñÿ, à èõ ïëîòíîñòè ðàâíû èëè áëèçêè. Èçâåñòíî 
[2], ÷òî äàâëåíèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííî, ïîýòîìó âäîëü ýòîé 
ãðàíèöû îíî íå áóäåò çàâèñåòü îò õ, òî åñòü 

0/ =∂∂ xp .                                                            (1) 
Ïðîåêöèÿ ñèëû âåñà åäèíèöû ìàññû íà îñü Îõ ðàâíà  

αgSinFx = ,                                                          (2) 

ãäå g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. 
Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè Vy è Vz ïðèíèìàåì ðàâíûìè íóëþ, ò.å. òðàåêòîðèè 

âñåõ ÷àñòèö ïðÿìîëèíåéíû è ïàðàëëåëüíû, ðåæèì äâèæåíèÿ ëàìèíàðíûé. Òî-
ãäà èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [3] ïîëó÷èì 

0/ =∂∂ xVx . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âäîëü îñè îõ íå èçìåíÿåòñÿ. 

Òîãäà èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ â 
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïåðâîå óðàâíåíèå [3] 
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ñ ó÷åòîì ñòàöèîíàðíîñòè òå÷åíèÿ ( 0/ =∂∂ tVx ) ìîæíî çàïèñàòü 
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Ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò [3] èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 
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Ñ ó÷åòîì (4) èíòåíñèâíîñòü ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé (èíâàðèàíò òåíçîðà ñêî-
ðîñòåé äåôîðìàöèé) â ñîîòâåòñòâèè ñ [3, 4] èìååò âèä: 
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Ñ ó÷åòîì (4) è (5) ñîñòàâëÿþùèå îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (ðåîëîãè÷åñêèå 
óðàâíåíèÿ) ÂÏÆ [3, 4] â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî çàïèñàòü â âè-
äå: 
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Ñ ó÷åòîì (1) è (6) óðàâíåíèå (3) ïåðåïèøåì â âèäå: 
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α .                                                   (7) 

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (7) ïîëó÷èì 

1CgySinPxy +−= αρ ,                                                  (8) 

ãäå Ñ1 – ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. 
Íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè íàïðÿæåíèå ðàâíî íóëþ: ïðè ó=h Ðõó=0. Îòêóäà 

èç (8) íàéäåì 

αρghSinС =1 .                                                        (9) 

Òîãäà èç (8) ñ ó÷åòîì (9) ïîëó÷èì 

( ) αρ SinyhgPxyi −= ,                                                 (10) 

ãäå i=1 - äëÿ ÒÆ, i=2 – äëÿ ÑÆ. 
Ñ ó÷åòîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6) è çíàêà ïðîèçâîäíîé 0/ ;yVx ∂∂  

èç (10) èìååì 
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( )
плi

i

плi

xi pSinyhg
dy
dV

η
α

η
ρ 0−−= .                                         (11) 

Âûðàæåíèÿ (10) è (11) ñïðàâåäëèâû äëÿ ÒÆ è ÑÆ. 
Ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëîé ÑÆ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëîåì ÒÆ ( 11 hhh −≺≺ ), à 

åå òåêó÷åñòü âûøå, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ñòåðæíåâîé ðåæèì òå÷åíèÿ âîçìîæåí 
òîëüêî äëÿ ÒÆ. 

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (11) ïîëó÷èì 
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ãäå Ñ2i – êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. 
Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ ÑÆ ê ñòåíêå (Vx2=0 ïðè ó=0), èç (12) ïîëó-

÷èì Ñ22=0. Òîãäà 
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Ðàññìîòðèì äâà ðåæèìà òå÷åíèÿ: 
à) Åñëè ( ) 012

1

pP
hyxy ≤

=
, òî ÒÆ äâèæåòñÿ êàê êâàçèòâåðäîå òåëî ïî âñåìó ñå-

÷åíèþ áåç ñäâèãà ñëîåâ (ðèñ. 1). Óñëîâèå òàêîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ ìîæíî çàïè-
ñàòü ñ ó÷åòîì (10) â âèäå 

( ) 011 pSinhhg ≤− αρ .                                                 (14) 

Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ V1 ÑÆ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä îïðåäåëèì ïî âû-
ðàæåíèþ (13) ïðè y=h1: 
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Ñêîðîñòü V1 ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ êâàçèòâåðäîãî òåëà ÒÆ. 
Îáúåìíûé ðàñõîä ÒÆ ÷åðåç åäèíèöó øèðèíû íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè íàé-

äåì ïî âûðàæåíèþ: 
( )111 hhVQ −= . (16) 

Ñ ó÷åòîì (15) èç (16) ïîëó÷èì 
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 (17) 
Îáúåìíûé ðàñõîä ÑÆ ÷åðåç åäèíè-

öó øèðèíû íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè 
íàéäåì ïî âûðàæåíèþ: 

dyVQ
h

x∫=
1

0
22 .                    (18) 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13) â (18) è èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì 
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á) Åñëè ( ) 012
1

pP
hyxy ;

=
, òî ÒÆ òå÷åò ñî ñäâèãîì ñëîåâ (ðèñ. 2). Ïðè ýòîì 

ñòåðæíåâîé ðåæèì òå÷åíèÿ âîçìîæåí íà ðàññòîÿíèè 0hy ≥  îò ñòåíêè, ãäå ÒÆ 

òå÷åò ñî ñêîðîñòüþ V0 êàê êâàçèòâåðäîå òåëî. Èç óðàâíåíèÿ (10) íàéäåì h0 èç 
óñëîâèÿ, ÷òî Pxy=p01 ïðè y=h0: 

αρ sin
01

0 g
phh −= .                                                    (20) 

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ íàïèøåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ: 

ïðè y=h1 Vx2=V1; 
ïðè y=h1 Vx1=V1; 
ïðè y=h0 Vx1=V0. 
Ïîäñòàâëÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (12) è ïðåîáðàçóÿ, ïîëó÷èì: 
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Îáúåìíûé ðàñõîä ÒÆ ÷åðåç åäèíèöó øèðèíû íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè íàé-
äåì ïî âûðàæåíèþ: 
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1001 .                                               (23) 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (23) âûðàæåíèÿ (21) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì 
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Îáúåìíûé ðàñõîä ÑÆ è ñêîðîñòü 
îïðåäåëÿþòñÿ ïî (19) è (13). 

Åñëè òå÷åò ÒÆ áåç ñìàçêè (h1=0), òî 
èç (21), (22) è (24) ïîëó÷èì: 
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Åñëè òå÷åò íüþòîíîâñêàÿ ÒÆ (p01=0) ñ êîýôôèöèåíòîì äèíàìè÷åñêîé âÿç-
êîñòè µ1 (âìåñòî 1плη ) áåç ãèäðîñìàçêè, òî èç (25), (24) è (27) ñ ó÷åòîì (20) èìå-

åì: 

( ) α
µ
ρ SinyhygVx −= 2
2 1

1 ;                                              (28) 

α
µ
ρ SinhgQ 3

1
1 3
= ;                                                     (29) 

α
µ
ρ SinhgV 2

1
max 2

= .                                                   (30) 

Âûðàæåíèÿ (28) – (30) ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèé [2].
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