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íàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ 
ïðîìåðçàíèÿ (îòòàèâàíèÿ) 

ãîðíûõ ïîðîä ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè 
òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ íåëèíåé-
íîñòüþ óðàâíåíèé èç-çà íàëè÷èÿ ïîä-
âèæíûõ ãðàíèö ìåðçëîé è òàëîé çîí. 
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëó÷åííûå â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ îñíî-
âàíû íà çíà÷èòåëüíûõ óïðîùåíèÿõ 
ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ è ïðèâëå÷åíèè 
èõ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé. Íåñìîòðÿ íà 
ýòî, àíàëèòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ øè-
ðîêî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ 
îöåíêè ãëóáèíû è âðåìåíè ïðîìåðçà-
íèÿ.  

Ðàññìîòðèì äâóõçîííóþ ìîäåëü ñ 
ðåçêîé ãðàíèöåé ðàçäåëà ôàç, õàðàê-
òåðíóþ äëÿ ãðóáîäèñïåðñíûõ ïîðîä, 
äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìàñ-
ñîïåðåíîñîì. Òåïëîâàÿ ñõåìà äëÿ 
ýòîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé 
óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ 
ìåðçëîé (èíäåêñ 1) è òàëîé (èíäåêñ 2) 
çîí ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé èõ ðàçäåëà 
ξ  [1, 2]:  
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ãäå à – òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü ïî-
ðîäû, ì2/ñ; 0T , вT  è фT – ñîîòâåòñò-

âåííî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà òàëûõ 
ïîðîä, òåìïåðàòóðû ñðåäû (âîçäóõà) è 
ôàçîâîãî ïåðåõîäà «âîäà – ëåä», ºÊ. 

Êðîìå ýòîãî, íà ãðàíèöå ðàçäåëà 
ôàç èìååò ìåñòî îñîáîå óñëîâèå, âû-
ðàæàþùåå íåðàçðûâíîñòü òåìïåðàòó-
ðû è ðàâåíñòâî òåïëîâûõ ïîòîêîâ: 
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ãäå W – âëàæíîñòü ïîðîäû, êã/êã; λ  è 
ρ  – ñîîòâåòñòâåííî åå òåïëîïðîâîä-
íîñòü è ïëîòíîñòü, Âò/(ì ⋅Ê) è , êã/ì3; 

фL  – òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà «âî-

äà – ëåä», Äæ/êã.  
Èçâåñòíîå ðåøåíèå Ñòåôàíà èìååò 
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åòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ 
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фL W ρ π β= .            (9) 

Ãëóáèíà (ìîùíîñòü) ìåðçëîé çîíû 
íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ 

tξ β= .          (10) 

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà β  îïðå-
äåëÿåò ñêîðîñòü óãëóáëåíèÿ çîíû 
ïðîìåðçàíèÿ. Òðàíñöåíäåíòíîå óðàâ-
íåíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíîå è òðåáóåò 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ β  ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò èññëåäîâà-
íèþ âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà 
èçìåíåíèå ïàðàìåòðà β . 

Ïåðâûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ 
äàííîé çàäà÷è áûëè ïîëó÷åíû Ëàìå è 
Êëàéïåðîíîì [1], à òàêæå Ëåéáåíçî-
íîì Ë.Ñ. [4]. Ðåøåíèå Ëàìå è Êëàé-
ïåðîíà ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, 
÷òî òåìïåðàòóðà òàëîé çîíû ðàâíà 
òåìïåðàòóðå ôàçîâîãî ïåðåõîäà, ò.å. 
ïðè óñëîâèè 0 фT T= . Òîãäà óñëîâèå (9) 

çàïèøåòñÿ â âèäå: 
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Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûìè ÷ëåíàìè 
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé exp  è erf  â 
ðÿäû, ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæå-
íèå äëÿ êîýôôèöèåíòà β  [2]: 
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Ïðåäïîëîæåíèå Ëåéáåíçîíà Ë.Ñ. 
ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî îí ïðèíÿë ëèíåé-
íîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â 
ìåðçëîé çîíå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòà-
öèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ. 
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (9) â 
ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó: 
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Äîñòàòî÷íî ãðóáîå ïðåäïîëîæåíèå 
Ëåéáåíçîíà Ë.Ñ., êàê áóäåò âèäíî èç 
äàëüíåéøåãî, äàåò çíà÷èòåëüíóþ ïî-
ãðåøíîñòü ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû 
β  ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì Ñòåôà-
íà. 

×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) 
ïðè 1 2λ =  Âò/(ì ⋅Ê), 6

1 0,89 10a −= ⋅  

ì2/ñ, 2 1,7λ =  Âò/(ì ⋅Ê), 6
2 0,65 10a −= ⋅  

ì2/ñ, в 255T =  Ê, 0 277T =  Ê, ф 273T =  

Ê, 5
ф 3,32 10L = ⋅  Äæ/êã, 0, 29W = , 

31,8 10ρ = ⋅  êã/ì3 äàåò 0,000693491β = . 
Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû β  
ìàëî è ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàçëî-
æåíèÿ êîìïëåêñà ñïåöèàëüíûõ ôóíê-
öèé â âûðàæåíèè (9) â ðÿä âáëèçè 
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Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûìè äâóìÿ 
÷ëåíàìè ðàçëîæåíèé (14) è (15), ïå-
ðåïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäå 
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Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå óðàâíå-
íèå ê êâàäðàòíîìó: 

2 0M N Kβ β+ − = ,         (16) 

ãäå 
1 26

A BM C
a aπ

= + + , 
BN
π

= , 

1K A a= ⋅ . 

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (16), 
íàõîäèì 

2 4
2 2
N N MK
M M

β +
= − + .

        (17) 
Çíàê «+» ïåðåä âòîðûì 

÷ëåíîì âûáðàí èñõîäÿ èç óñ-
ëîâèÿ 0β > . Âåëè÷èíà β  
ïðè ïðèâåäåííûõ âûøå çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ðàâíà 

0,000693834β = , ò.å. ïî-
ãðåøíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê 
òî÷íîìó ðåøåíèþ ñîñòàâëÿ-
åò ñîòûå äîëè ïðîöåíòà.  

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå 
óðàâíåíèé (9), (13) è (17) ïðåäñòàâëå-
íî íà ðèñóíêàõ 1 è 2. Íà äàííûõ ðè-
ñóíêàõ çíà÷åíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñ-
òåé óêàçàííûõ óðàâíåíèé îáîçíà÷åíû 
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç 1Y  è 2Y . Àáñ-

öèññà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ 
ãðàôèêîâ 1( )Y β  è 2 ( )Y β  
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷å-
íèå β . Êàê âèäíî èç ðèñ. 
1, êðèâûå 1 è 2, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óðàâíåíèÿì (9) è 
(17) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-
þò, â òî âðåìÿ êàê êðèâàÿ 
3, ïîëó÷åííàÿ ïî ïðèáëè-
æåíèþ Ëåéáåíçîíà Ë.Ñ. 
(óðàâíåíèå (13)), ñóùåñò-
âåííî ðàñõîäèòñÿ ñ òî÷íûì 
ðåøåíèåì (9). Ðàçëè÷èå 
êðèâûõ 1 è 2 óäàåòñÿ îá-
íàðóæèòü òîëüêî ïðè çíà-
÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè 
âáëèçè òî÷êè èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ êðèâîé 4 (ðèñ. 2), 
ò.å. âáëèçè òî÷êè ñ àáñöèñ-
ñîé 0,000693491β = . Òàêèì 
îáðàçîì, çäåñü èìååò ìåñòî 
íå òîëüêî ñîâïàäåíèå òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ 1 
è 2 ñ êðèâîé 4, íî è èõ êà-
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÷åñòâåííàÿ èäåíòè÷íîñòü. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè èçìåíåíèè ïðàâîé ÷àñòè 
óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâåííî ñìåùå-
íèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ çíà÷åíèÿ àáñ-
öèññ ýòèõ òî÷åê äëÿ êðèâûõ 1 è 2 
òàêæå áóäóò áëèçêè ïî âåëè÷èíå. 

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (17) ïî-

çâîëÿåò ñ áîëüøîé òî÷íî-
ñòüþ íàõîäèòü çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòà β , ïðè ýòîì 
îíà äàåò ÿâíûé àíàëèòè÷å-
ñêèé âèä çàâèñèìîñòè ýòîãî 
êîýôôèöèåíòà îò òåïëîôè-
çè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîðîäû è 
óñëîâèé òåïëîîáìåíà. Â ÷à-
ñòíîñòè õàðàêòåð èçìåíåíèÿ 
β  îò òåìïåðàòóðû âíåøíåé 
ñðåäû (âîçäóõà) è òåìïåðà-
òóðû òàëîé çîíû ïðèâåäåí 
íà ðèñ. 3. ßâíîå àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôîðìó-
ëû äëÿ âåëè÷èíû β  ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü àïïàðàò 
àíàëèçà ïðè èññëåäîâàíèè 
ïðîöåññà ïðîìåðçàíèÿ èëè 
îòòàèâàíèÿ ìàññèâîâ ãîðíûõ 
ïîðîä.  

Êàê ñëåäóåò èç äàííîãî 
ðèñóíêà, âåëè÷èíà β  ñóùå-

ñòâåííî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû вT  è 

â íåçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îò 0T . Ýòî 
íåïîñðåäñòâåííî âèäíî íà ðèñ. 4, ãäå 
ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êîýôôè-
öèåíòà β  îò òåìïåðàòóðû 0T . Êðèâûå 
1,.2,.3 è 4 íà ðèñ. 4 ïîëó÷åíû äëÿ 

òåìïåðàòóð âîçäóõà вT , 
ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî 
243 Ê, 253 Ê, 263 Ê è 
268 Ê. Çàâèñèìîñòè 0( )Tβ  
ïðàêòè÷åñêè áëèçêè ê ïðÿ-
ìûì ëèíèÿì â çàäàííîì 
äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ 0T , 
ïðè÷åì âñå îíè êà÷åñòâåí-
íû èäåíòè÷íû.    

Çàâèñèìîñòü ãëóáèíû 
ïðîìåðçàíèÿ (êîîðäèíàòû 
ïîäâèæíîé ãðàíèöû ξ ) îò 
âðåìåíè, ïîëó÷åííàÿ ïî 
ôîðìóëå (10), ïðåäñòàâëå-
íà íà ðèñ. 5. Âåëè÷èíà ξ  
èíòåíñèâíî âîçðàñòàåò 
âíà÷àëå ïðîöåññà ïðîìåð-
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çàíèÿ (â ïðåäåëàõ 1 ñóòîê), 
äàëåå òåìï åå èçìåíåíèÿ 
ñíèæàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñ-
ëè çà 1 ñóòêè ãëóáèíà ïðî-
ìåðçàíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðè-
ìåðíî 2 ì, òî çà 5 ñóòîê – 
îêîëî 0,45 ì. 

Ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ 
òåìïåðàòóðû â ïðîìåðçøåì 
è òàëîì ñëîÿõ ïðåäñòàâëåíû 
íà ðèñ. 6. Êðèâûå 1 è 2 ñî-
îòâåòñòâóþò ïðîäîëæèòåëü-
íîñòÿì ïðîìåðçàíèÿ 1 è 6 
ñóòêàì. Ðàñïðåäåëåíèå òåì-
ïåðàòóðû â ìåðçëîì ñëîå 
áëèçêî ê ëèíåéíîìó, à â òà-
ëîì – àñèìïòîòè÷åñêè ñòðå-
ìèòñÿ ê íà÷àëüíîé òåìïåðà-
òóðå ìàññèâà. Ïóíêòèðíàÿ 
ëèíèÿ íà äàííîì ðèñóíêå 
îòðàæàåò òåìïåðàòóðó ôà-
çîâîãî ïåðåõîäà ãðóíòîâîé 
âëàãè è ðàâíî äëÿ äâóõçîí-
íîé ìîäåëè (äëÿ âîäû) 

ф 273 КT = .
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Äóãàðöûðåíîâ À.Â. – äîêòîðàíò êàôåäðû «Ôèçèêà ãîðíûõ ïîðîä è ïðîöåññîâ» Ìîñ-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ãîðíîãî óíèâåðñèòåòà, 
Áåëü÷åíêî Å.Ë. – ïðîôåññîð êàôåäðû «Ôèçèêà ãîðíûõ ïîðîä è ïðîöåññîâ». 
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