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ÔÎÑÔÀÒÍÎ-ÌÀÃÍÈÅÂÛÕ ÎÒÕÎÄÎÂ 

Ïðèâåäåíû äàííûå ïî ïëîòíîñòè ðàñïëàâîâ ïëàâëåíûõ ìàãíèåâûõ ôîñôàòîâ èç 
òåõíîãåííûõ ôîñôàòíî-ìàãíèâûõ îòõîäîâ, ïî òåìïåðàòóðíûì èíòåðâàëàì ïëàâëå-
íèÿ, ïî ïîâåðõíîñòíîìó íàòÿæåíèþ ðàñïëàâîâ è êðàåâûõ óãëîâ ñìà÷èâàíèÿ ðàñ-
ïëàâîì ãðàôèòà. Ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 
èñïîëüçîâàëè ìåòîä ãðåáíåâîé ðåãðåññèè, ÿâëÿþùèìñÿ ëèíåéíûì îöåíèâàòåëåì, 
äàþùèì áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè.  
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåõíîãåííûå îòõîäû, ïëàâëåíûå ìàãíèåâûå ôîñôàòû, ïëàâëåíèå, 
ðàñïëàâ, ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ. 

 
 

 
âîñòû ìàãíèòíîé ñåïàðàöèè è 
îòâàëüíûå õâîñòû Êîâäîðñêîãî 

ÃÎÊà ñîäåðæàò ïðèìåðíî 12% è 4 % 
P2O5  (îêîëî 26 % îò ñîäåðæàùåãîñÿ â 
èñõîäíîì ñûðüå P2O5) è îêîëî 18 % è 
28% MgO ñîîòâåòñòâåííî. Ìåëî÷ü 
ôîñôîðèòîâ êðóïíîñòüþ ìåíåå 10 ìì 
(ñîäåðæàíèå P2O5   ñîñòàâëÿåò îò 23 äî 
25%) â ïðîèçâîäñòâå ýëåìåíòàðíîãî 
ôîñôîðà ÿâëÿåòñÿ îòõîäîì è òàêæå 
ñêëàäèðóåòñÿ áîëåå 40 ëåò â îòâàëàõ â 
Ñàìàðñêîé îáëàñòè. 

Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ñû-
ðüå-âûõ ðåñóðñîâ äîâîëüíî ïåðñïåê-
òèâíî. Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íà-
ïðàâëåíèé ïåðåðàáîòêè òàêîãî ôîñ-
ôàòíîãî ñûðüÿ ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá ïîëó-
÷åíèÿ òåðìè÷åñêèõ ôîñôàòîâ, ñóù-
íîñòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðó-
øåíèè íåóñâîÿåìîé ðàñòåíèÿìè êðè-
ñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìèíåðàëîâ 
àïàòèòà ïðè ïëàâëåíèè â ïðîöåññå 
òåðìè÷åñêîãî íàãðåâà. Â ðåçóëüòàòå 
áûñòðîãî îõëàæäåíèÿ ðàñïëàâà è îá-
ðàçîâàíèÿ ìåëêèõ ãðàíóë, ïîäàâàåìîé 
âîäîé ïîä äàâëåíèåì, ñîõðàíÿåòñÿ 
àìîðôíàÿ ñòåêëîîáðàçíàÿ ñòðóêòóðà, 
ðàñòâîðèìàÿ â 2 %- íîì ðàñòâîðå ëè-
ìîííîé êèñëîòû è óñâàèâàåìàÿ ðàñòå-

íèÿìè ïðè âíåñåíèè â ïî÷âó. Îäíèì 
èç âèäîâ òåðìè÷åñêèõ ôîñôàòîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïëàâëåíûå ìàãíèåâûå ôîñô-
òû, ñîäåðæàùèå äâà óäîáðèòåëüíûõ 
êîìïîíåíòà: ôîñôîð è ìàãíèé. Äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ïðîâåäåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî 
ïðîöåññà ïëàâëåíèÿ ôîñôîðíî-ìàã-
íèåâûõ óäîáðåíèé íåîáõîäèìî ïðî-
âåñòè èññëåäîâàíèå èõ ñâîéñòâ â ðàñ-
ïëàâëåííîì ñîñòîÿíèè. Èñïîëüçîâà-
ëèñü ñîâðåìåííûå ìåòîäû îïðåäåëå-
íèÿ ñâîéñòâ æèäêèõ ðàñïëàâîâ è øëà-
êîâ. 

Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ðàñïëàâîâ ñû-
ðüÿ ïðåäñòàâëåí â òàáë.1. №1- 4 - 
ïëàâëåíûå ìàãíèåâûå ôîñôàòû, № 5- 
7 – ðàñïëàâû äëÿ îïðåäåëåíèÿ äðóãèõ 
õàðàêòåðèñòèê 

Ïëîòíîñòü õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñò-
âåííîå ñîäåðæàíèå ìàññû âåùåñòâà â 
åäèíèöå îáúåìà. Îïðåäåëåíèå ïëîòíî-
ñòè ðàñïëàâîâ îñóùåñòâëÿëè ïèêíîìåò-
ðè÷åñêèì ìåòîäîì, íàèáîëåå ïðîñòûì è 
òî÷íûì èç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ îïðå-
äåëåíèÿ ïëîòíîñòè [1], êîòîðûé îñíîâàí 
íà âçâåøèâàíèè çàòâåðäåâøåãî âåùåñò-
âà, çàïîëíÿâøåãî â æèäêîì ñîñòîÿíèè 
èçìåðåííûé îáúåì. 

Õ 
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ îïûòîâ èñïîëüçî-
âàëè òèãåëü èç êîðóíäà. Îáùåèçâåñòíî, 
÷åì ìåíüøå ðàçíèöà òåìïåðàòóð òèãëÿ è 
èññëåäóåìîãî ðàñïëàâà, òåì âûøå òî÷-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè. Êîðóíäî-
âûé òèãåëü òàêæå íàãðåâàëè äî òåìïåðà-
òóðû ðàñïëàâà, áûëà îïðåäåëåíà âåëè-
÷èíà îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ òèãëÿ. Îï-
ðåäåëÿëè ïëîòíîñòè ðàñïëàâîâ ïîëó÷àå-
ìûõ ïëàâëåíûõ ìàãíèåâûõ ôîñôàòîâ, 
êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå 
óäîáðåíèé, ïðè òåìïåðàòóðå 1723 Ê. 
Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðåäñòàâëåíû â 
òàáë. 2. 

 
Òàáëèöà 2 
Çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïëàâîâ  
ïëàâëåíûõ ìàãíèåâûõ ôîñôàòîâ  
ïðè òåìïåðàòóðå 1723 Ê 
 

Ðàñïëàâ № 1 № 2 № 3 № 4 

Ïëîòíîñòü, 
ã/ñì3 

2,59 2,61 2,62 2,60 

 
Âåëè÷èíû êðàåâîãî óãëà ñìà÷èâà-

íèÿ ñ ãðàôèòîì (øëèôîâàííàÿ ïî-
âåðõíîñòü) è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ ðàñïëàâîâ îïðåäåëÿëè ïî ìåòîäó 
êàïëè, îïèñàííîìó â ðàáîòå [2]. Èç 
îáðàçöîâ øèõò, â êîòîðûõ ðàñïëàâû 
èìåëè õèìè÷åñêèå ñîñòàâû ïðåäñòàâ-
ëåííûå â òàáë. 1, ãîòîâèëè ãðàíóëû 
äèàìåòðîì 5 ìì. Â êàæäîì îïûòå 
ãðàíóëó óêëàäûâàëè âíóòðü àëóíäîâîé 
òðóáêè è ïîìåùàëè â ëàáîðàòîðíóþ 
ãåðìåòè÷íóþ ïå÷ü â àòìîñôåðå àðãî-
íà, êîòîðóþ íàãðåâàëè äî òåìïåðàòó-

ðû 1723 Ê íàä øëèôîâàííîé ãðàôè-
òîâîé ïîâåðõíîñòüþ. Çàòåì íà ôîòî 
îáðàçîâàâøåéñÿ êàïëè îïðåäåëÿëè 
êðàåâîé óãîë ñìà÷èâàíèÿ θ.  

Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ðàñïëà-
âîâ σ îïðåäåëÿëè ïî ìåòîäó [3]. Ïîëó-
÷åííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ óãëîâ ñìà÷è-
âàíèÿ è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 
ðàñïëàâîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3. 

 
Òàáëèöà 3 
Çàâèñèìîñòè êðàåâîãî óãëà ñìà÷èâàíèÿ  
ãðàôèòà è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ  
ðàñïëàâîâ îò ñîäåðæàíèÿ P2O5  
ïðè òåìïíðàòóðå 1723 Ê 
 

P2O5 (%) 9,85 13,11 17,15 20,33 

Θ, ãðàä 142 140 137 136 

σ,Äæ/ì2 0,39 0,37 0,35 0,31 
 

Ïðè óâåëè÷åíèè ñîäåðæàíèÿ P2O5 

â øèõòå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå 
ðàñïëàâîâ óìåíüøàåòñÿ. 

Ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå 
äàííûå ïî òåìïåðàòóðàì ïëàâëåíèÿ, 
âÿçêîñòè è ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäè-
ìîñòè ðàñïëàâîâ áûëè îïóáëèêîâàíû 
ðàíåå â ðàáîòå [4]. 

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðî-
âåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàíî, ÷òî 
ãðàôèò ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñò-
âå ôóòåðîâêè âàííû ïå÷è ïðè ïîëó-
÷åíèè ðàñïëàâà ïëàâëåíûõ ìàãíèåâûõ 
ôîñôàòîâ èç îòõîäîâ ôîñôàòíîãî 
ñûðüÿ è õâîñòîâ îáîãàùåíèÿ, ñîäåð-
æàùèõ ôîñôîð è ìàãíèé. Ïðîâåäåí-
íûå èñïûòàíèÿ íà îïûòíîé ïå÷è ìîù-

Òàáëèöà 1 
Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ðàñïëàâîâ ñûðüÿ, % (áåç ó÷åòà ñîäåðæàíèÿ  
áàääåëåèòà è ïðî÷èõ) 

Ðàñïëàâ P2O5 MgO CaO SiO2 Al2O3 Fe2O3 Na2O K2O 

№ 1 19,63 11,15 34,91 24,75 2,69 3,27 0,78 1,12 
№ 2 19,81 10,54 35,69 24,87 2,34 3,64 0,65 0,50 
№ 3 20,29 10,20 36,35 23,50 2,59 3,68 0,78 0,49 
№ 4 20,33 11,15 35,74 24,72 2,54 4,79 0,69 1,10 
№ 5 9,85 24,85 26,86 26,34 4,65 3,27 0,67 1,77 
№ 6 13,11 19,81 33,42 21,86 3,13 5,34 0,56 1,24 
№7 17,15 15,39 34,13 23,43 2,95 4,73 0,52 1,06 
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íîñòüþ 17 ÌÂÀ ñ èñïîëüçîâàíèåì 
îõëàæäåíèÿ ñòåíîê è ïîäèíû ïå÷è 
âîäîé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò îáðàçîâà-
íèå ãàðíèñàæíîé çàùèòû ôóòåðîâ-
êè, ïîêàçàëè, ÷òî ãðàôèòîâàÿ ôóòå-
ðîâêà íå ðàçðóøàåòñÿ [5], òàê êàê 
èñêëþ÷àåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ðàñ-
ïëàâà ñ âûñîêèì ñîäåðæàíèåì P2O5 

ñ óãëåðîäîì. 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îáðà-

áàòûâàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ 
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ãðåáíåâîé ðåãðåññèè.  

Ìåòîä ãðåáíåâîé ðåãðåññèè èçâåñ-
òåí ïîä íàçâàíèåì "Ridge Regression 
Analysis" [6]. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû 
ýòîãî ìåòîäà áàçèðóþòñÿ íà òåîðèè 
ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé íåêîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííûõ çàäà÷ [7]. 

Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì îöåíèâàòåëåì. Ïîñêîëüêó ìå-
òîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé àíàëîã êëàññè÷åñêîé ëè-
íåéíîé çàäà÷è, òî â ñî÷åòàíèè ãðåá-
íåâàÿ ðåãðåññèÿ èìååò åùå îäíó îá-
ëàñòü ïðèëîæåíèÿ. 

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà ïîä-
ðîáíî îïèñàíû [6]. Ïîýòîìó îñíîâíîå 
âíèìàíèå óäåëåíî ìåòîäè÷åñêèì âî-
ïðîñàì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ, ñâÿçàííûì ñ åãî ïðèìåíåíèåì. 

Àíàëîãèÿ ìåæäó ñèñòåìîé àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
Y XK ε= + ,                                      (1) 
ê êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíû èñõîäíûå 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 

( ),dC f C K
dt

=                                   (2) 

( ) 00C C=                                         (3) 

è êëàññè÷åñêîé ìíîæåñòâåííîé ëè-
íåéíîé ðåãðåññèåé ïîçâîëÿþò óòâåð-
æäàòü, ÷òî îöåíêè èíòåãðàëüíîé 
ãðåáíåâîé ðåãðåññèè 

( ) ( ) 11 1€ T T
Э ЭK X Q X I X Q Yα α

−− −= +          (4) 

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, êîòîðûå õàðàê-
òåðíû äëÿ åå êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà 
(ñëåäóåò îòìåòèòü, ìàòðèöà 1T

ЭX Q X−  
ïðè âû÷èñëåíèÿõ íîðìèðîâàíà è 
èìååò âèä êîððåëÿöèîííîé ìàòðè-
öû). Ñóùåñòâåííûì äëÿ ãðåáíåâîé 
ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, óòâåð-
æäàþùàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà 0α α∗= > , ïðè êî-
òîðîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 
îøèáêè â îïðåäåëåíèè âåêòîðà K 
ìåíüøå, ÷åì ïðè ëþáûõ äðóãèõ çíà-
÷åíèÿõ α, ò.å. 

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

€ €

€ €

T

T

M K K K K

M K K K K

α α

α α

∗ ∗⎡ ⎤− − <⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤< − −⎢ ⎥⎣ ⎦

.     (5) 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèñàíî â 
ðàáîòå [6]. Äëÿ íàõîæäåíèÿ α* ïðåä-
ëàãàåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà â 
îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè 
[8]. Ýòà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà 
ãðîìîçäêà è íåóäîáíà èç-çà íåóñòîé-
÷èâîñòè îñîáåííî ïðè áîëüøîì ÷èñëå 
ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó íàèáîëåå ïðî-
ñòûì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ α* ìîæåò 
ñëóæèòü ãðåáåí÷àòàÿ ðåãðåññèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ðîä îöåíîê ( )€K α  

è ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ( )( )€F K α  

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ α. Ýòè çà-
âèñèìîñòè ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåí-
íûé èíòåðåñ, êàê ãðóïïà ïàðàìåòðîâ 
Kj, ïðè j=1, 2, …, l, ïåðâîíà÷àëüíî 
ïëîõî îáóñëîâëåííîé (èëè äàæå âû-
ðîæäåííîé ïðè α=0) ìîäåëè ñèëüíî 
èçìåíÿåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 
ñ èçìåíåíèåì α â îáëàñòè 0≤α<α*,   
à äðóãàÿ ãðóïïà ïàðàìåòðîâ Kj, 
j=l+1, l+2, …, p ìàëî÷óâñòâèòåëüíà ê 
èçìåíåíèþ α. 

Â óêàçàííîé îáëàñòè çíà÷åíèé α 
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ( )( )€F K α  ïðàêòè÷å-

ñêè íå èçìåíÿåòñÿ, ýòî îáëàñòü íå-
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé 
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çàäà÷è. Ïðè ïðèáëèæåíèè Kα≈α* íà 

êðèâîé ( )( )€ €F K α  íàñòóïàåò ïåðåëîì, 

äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå α ïðèâîäèò ê 

ðåçêîìó ðîñòó ( )( )€ €F K α , òàê êàê ïðè 

ýòîì ìàëûå èçìåíåíèÿ çíà÷èìûõ ïà-
ðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè j=l+1, l+2, …, p 
ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíîìó ðàññîãëà-
ñîâàíèþ ìîäåëè è ýêñïåðèìåíòà. 

Îöåíêè ( )€K α , íàéäåííûå âáëèçè 

òî÷êè ïåðåëîìà íà êðèâîé, ÿâëÿþòñÿ 
íàèëó÷øèìè è óñòîé÷èâûìè. Åñëè èñ-
õîäíàÿ ìîäåëü èìåëà íåêîððåêòíûå 
ìàðøðóòû, òî îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðè 

α≈α* êîíöåíòðèðóþòñÿ â îêðåñòíîñòè 
íóëåâûõ çíà÷åíèé, îñòàëüíûå ïàðà-
ìåòðû ïðèíèìàþò ñâîè ôèêñèðîâàí-
íûå çíà÷åíèÿ. 

Ñðàâíèâàÿ ðàçíîâèäíîñòè íåÿâíî-
ãî ìåòîäà îöåíèâàíèÿ [9], îïèñàííàÿ 
ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ äàåò òàêæå ýô-
ôåêòèâíûé ðåçóëüòàò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â 
ðàáîòå [9] íå ñîîáùàþòñÿ èñòèííûå 
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ è íå óêàçàíû 
õàðàêòåðèñòèêè äîâåðèòåëüíîé îá-
ëàñòè îöåíîê, äëÿ ïîëíîãî ñðàâíåíèÿ 
èõ ìîæíî îïðåäåëèòü èç àíàëèçà 
ñâîéñòâ øêàëèðîâàííîé ìàòðèöû ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè.
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