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Ï.Å. Òàãóíîâ, Å.ß. Òàãóíîâ  

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÈËÎÂÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ  
ÏÎËÈÃÐÀÄÈÅÍÒÍÎÉ ØÀÐÈÊÎÂÎÉ ÑÐÅÄÛ  
Â ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ 

Ïðîâåäåí ðàñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ  â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè ôåð-
ðîìàãíèòíûìè øàðàìè ñ ó÷åòîì ýôôåêòà íàñûùåíèÿ. Âûâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå 
âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñèëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëèãðàäèåíòíîé øàðèêîâîé ñðå-

äû â ìàãíèòíîì ïîëå ñ èñïîëüçîâàíèåì øàáëîííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ ïóòёì 

òðёõìåðíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèãðàäèåíòíàÿ ñðåäà, øàðèêîâàÿ ñðåäà, âûñîêîãðàäèåíòíàÿ 
ñåïàðàöèÿ, ïîëèãðàäèåíòíàÿ ñåïàðàöèÿ, ìàãíèòíîå ïîëå, íàñûùåíèå ïðèêîíòàêò-
íîé îáëàñòè, âûñîêîãðàäèåíòíîå ìàãíèòíîå ïîëå, øàðèêîâûé ñåïàðàòîð, ñèëîâîé 
ïàðàìåòð ìàãíèòíîãî ïîëÿ. 

 

 
 

ðè ðàññìîòðåíèè  îáúåìà ïîëèãðàäèåíòíîé ñðåäû ñ ôåððîçàïîëíèòå-
ëåì èç ñòàëüíûõ øàðèêîâ â êà÷åñòâå  îäíîãî èç ñîñòàâíûõ ýëåìåíòîâ 

çàìêíóòîé öåïè ìàãíèòíîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, âûñîêîãðàäèåíòíîãî øàðèêîâî-
ãî ñåïàðàòîðà), ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûâîäàìè òåîðèè ïîäîáèÿ  ìàãíèò-
íûõ ñèñòåì [1]. Êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ñîõðàíåíèå  
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè  ìàãíèòîâ, ìàãíèòîïðîâîäîâ è 
çàçîðîâ â ïîäîáíûõ ìàãíèòíûõ ñèñòåìàõ è ñîâïàäåíèå ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ 
èñïîëüçóåìûõ ìàãíèòíûõ è ôåððîìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ 
òåîðèåé ïîäîáèÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê âíóòðè øàðèêîâ, òàê è 
â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó íèìè, ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå ìàãíèòíîãî ïîòîêà, 
ïðîíèçûâàþùåãî ðàññìàòðèâàåìûé îáúåì, ïðè ïðîèçâîëüíîì èçìåíåíèè 
ðàäèóñà øàðèêîâ R0 îñòàёòñÿ íåèçìåííîé. Ïðè ýòîì ìàãíèòíûå êàðòû ðàáî-
÷èõ îáëàñòåé ñèñòåì ñ îäíîé è òîé æå êîíôèãóðàöèåé, íî ðàçíûìè ðàçìå-
ðàìè ÿâëÿþòñÿ èäåíòè÷íûìè êàðòèíàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ äðóã îò äðóãà  
òîëüêî ìàñøòàáîì [2]. Ìàãíèòíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ñèñòåì  (åãî 
èíäóêöèÿ èëè íàïðÿæåííîñòü) îïèñûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé, çàâè-
ñÿùåé îò íîðìèðîâàííîé êîîðäèíàòû r/L, ãäå r –âåêòîðíàÿ êîîðäèíàòà òî÷-
êè, à L-õàðàêòåðíûé ðàçìåð, îïðåäåëÿþùèé ãàáàðèòû ìàãíèòíîé ñèñòåìû. 
Äëÿ  îïèñàíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè ìåæäó äâóìÿ êîíòàêòèðóþùèìè ôåððîìàã-
íèòíûìè øàðàìè âûáåðåì â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ðàäèóñ øàðà R0  
è ââåäёì ôóíêöèþ    

B( ,σr

r ) = f ( ,η σ )                                                                                            (1) 

ãäå η =r/R0  - íîðìèðîâàííàÿ áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà, σ =Ôn/S=Bñð - ñðåä-

íåå ïî ñå÷åíèþ çíà÷åíèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,   êîòîðîå â  ñëó÷àå ïîëè-
ãðàäèåíòíîé ñðåäû, çàïîëíåííîé ôåððîìàãíèòíûìè øàðàìè íàçîâёì èíäóê-
öèåé âîçáóæäåíèÿ.  

Ï 
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Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ôóíêöèÿ  f ( ,η σ ) íå çàâèñèò îò ðàäèóñà ôåððîìàã-

íèòíîãî øàðà R0. Äëÿ  ñèëîâîãî ïàðàìåòðà                            

γ = Â|gradB|,  ãäå  ( B=|B| ),                                                                      (2) 

ïîëó÷àåì: 

γ =|f ( ,η ξ )| · |grad |f ( ,η ξ )| |                                                                 (3) 

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ â ïîëèãðàäèåíòíîé ñðåäå ñ ôåððîçàïîëíèòåëåì  èç 
ñòàëüíûõ øàðîâ, äîñòàòî÷íî îáùèì óñëîâèÿì îòâå÷àåò ìîäåëü, â êîòîðîé ýòà 
ñðåäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìíîæåñòâà îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ öåïî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç êîíòàêòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé øàðîâ. 
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå â ïðèêîíòàêòíîé îáëàñòè äâóõ øàðîâ ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê îñåñèììåòðè÷íîå ñ îñüþ ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó êîí-
òàêòà ïåðïåíäèêóëÿðíî äåìàðêàöèîííîé ïëîñêîñòè øàðîâ. Ñ ó÷åòîì îñåâîé 
ñèììåòðèè óäîáíåå ïåðåéòè â öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è îïèñûâàòü 
ïîëå ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ρ è z, à  

òàêæå èíäóêöèè âîçáóæäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ σ : 

B( ,σr

r ) = f ( ρ , z, σ )                                                                                      (4) 

Ñ ó÷åòîì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ïîäîáèÿ ìàãíèòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäèì ê 
áåçðàçìåðíûì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è çàïèñûâàåì 

f ( ρ , z, σ ) =  F (η , ξ , σ )                                                                              (5) 

ãäå η  = ρ / R0 ,  ξ  = z / R0 

Äëÿ ñèëîâîãî ïàðàìåòðà  γ  ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü                                                    

γ = |F (η , ξ , σ ) |· |grad |F (η , ξ , σ ) || = F(η , ξ , σ ) |e ρ
ρ

dF

d
 + ez

dF

dz
 |= 

= F(η , ξ , σ )·| 
ρ
η

η d

d

d

dF
 e ρ  + 

dz

d

d

dF ξ
ξ

 ez | =  

=
0

1

R
 F(η , ξ , σ )·|

η
dF

d
 e ρ +

ξ
dF

d
 ez|                                                             (6) 

ãäå F(η , ξ , σ ) = |F (η , ξ , σ  ) |. 

Â ÷àñòíîñòè, â äåìàðêàöèîííîé ïëîñêîñòè øàðîâ, ãäå 

ξ  = z / R0 = 0 è 
ξ

dF

d
 = 0 

âûðàæåíèå äëÿ ñèëîâîãî ïàðàìåòðà γ  ïåðåõîäèò ê âèäó: 

γ  = γ ( η , 0, σ  ) = 
0

1

R
 F(η , 0, σ  ) 

( ,0, )η σ
η

dF

d
                                            (7) 

ãäå η  = ρ / R0 , η  ∈ [ ]0,1 ; σ =Ôn/S=Bñð  - èíäóêöèÿ âîçáóæäåíèÿ. 

Øàáëîííûå ôóíêöèè (5) è (7) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêöèè ïîëÿ Â è 
ñèëîâîãî ïàðàìåòðà γ =Â|gradB| â ïîëèãðàäèåíòíîé øàðèêîâîé ñðåäå äëÿ 
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ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R0 

ïðè çàäàííîé èíäóêöèè 
âîçáóæäåíèÿ σ . Âàæíî, 
÷òî äîñòàòî÷íî òî÷íûå 
çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî 
ïóòёì òðёõìåðíîãî ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ïðèêîí-
òàêòíîé îáëàñòè íà îñíîâå 
äàííûõ î êðèâîé íàìàãíè-
÷èâàíèÿ ôåððîìàãíèòíîãî 
ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì åãî íà-
ñûùåíèÿ. Ïîñêîëüêó ýô-
ôåêò íàñûùåíèÿ  â ïðè-
êîíòàêòíîé îáëàñòè øàðîâ 
âîçíèêàåò ïðè ñêîëü óãîä-
íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èíäóê-
öèè âîçáóæäåíèÿ [3, 4], 
ïðåíåáðåæåíèå åãî âëèÿ-
íèåì ïðèâîäèò ê ñåðüёçíûì 
ïîãðåøíîñòÿì â ðàñ÷åòàõ. 
Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñò-
âà âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé 
(5) è (7) íå ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîì 
âèäå.  

Èç âûðàæåíèÿ (7) ñëåäó-
åò, ÷òî â ïðèêîíòàêòíîé 
îáëàñòè øàðîâ ñ ìåíüøèì 
ðàäèóñîì R0 , ïðè çàäàííîé 
âåëè÷èíå èíäóêöèè âîçáó-
æäåíèÿ σ , ìàêñèìàëüíîå 
çíà÷åíèå ñèëîâîãî ïàðà-
ìåòðà âûøå, ÷åì â ñëó÷àå ñ 
øàðàìè áîëüøåãî ðàäèóñà. 
Îäíàêî, ãîâîðèòü îá îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé 
çàâèñèìîñòè îò R0 çäåñü 
íåëüçÿ, ïîñêîëüêó è ôóíê-
öèÿ F è åё ãðàäèåíò èìåþò 
îäèíàêîâûé âèä ïðè ðàç-

ëè÷íûõ R0 íå â ðåàëüíûõ, à â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ η  = ρ / R0  è ξ  = 

=z/R0. Íà ôàêò âîçðàñòàíèÿ ìàãíèòíîé ñèëû ñ óìåíüøåíèåì ðàäèóñà R0 íåîä-
íîêðàòíî óêàçûâàëîñü â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèÿì ìàãíèòíîãî ïîëÿ 
â ïðèêîíòàêòíîé îáëàñòè [3, 4, 5]. Ïðåäëàãàëèñü ðàçíîãî ðîäà ýìïèðè÷åñêèå 
ôîðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîé êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 

   
 
Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ôóíêöèè F(η , 0, σ ) 

îò áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû η  = ρ / R0  ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ èíäóêöèè âîçáóæäàþùåãî ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ σ  
 
 

 
 
Ðèñ. 2. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ôóíêöèè F(η , 0, σ ) 

·
( ,0, )η σ

η
dF

d
 îò áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû  η  

= ρ R0  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ èíäóêöèè âîçáóæ-

äàþùåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ σ  
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ýòîé ñèëû è êîîðäèíàòû 
òî÷êè, ãäå îíî äîñòèãàåòñÿ. 
Èñïîëüçîâàíèå øàáëîííîé 
ôóíêöèè (7) ïîçâîëÿåò òå-
ïåðü ïåðåéòè îò ïðèáëè-
æåííûõ îöåíîê ê äîñòà-
òî÷íîìó ñòðîãîìó ðàñ÷åòó 
ñèëîâîãî ïàðàìåòðà γ  â 

çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíà-
òû. 

Íà ðèñ. 1 äàíû ãðàôèêè 
øàáëîííîé ôóíêöèè F(η , 

0, σ ), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ãðàôèê çàâèñèìî-
ñòè  èíäóêöèè ìàãíèòíîãî 
ïîëÿ îò áåçðàçìåðíîé êî-
îðäèíàòû η  = ρ / R0  íà 

îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé 
ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåí-
òðû øàðîâ, ïðè ðàçëè÷íûõ 
çíà÷åíèÿõ ñðåäíåé ïî ñå-
÷åíèþ èíäóêöèè âîçáóæ-
äàþùåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ 
σ =Ôn/S=Bñð . 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû 
ãðàôèêè øàáëîííîé ôóíê-

öèè F(η , 0, σ ) ·
( ,0, )η σ

η
dF

d
 

â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåð-
íîé êîîðäèíàòû η  = ρ /R0  

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 
ñðåäíåé ïî ñå÷åíèþ èíäóê-
öèè âîçáóæäàþùåãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ  σ .                                    

Èìåÿ â ñâîёì ðàñïîðÿ-
æåíèè äàííûå î çíà÷åíèÿõ 
ôóíêöèè F(η , 0, σ ) 

·
( ,0, )η σ

η
dF

d
 è ïåðåéäÿ îò 

áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû 
η  = ρ / R0  ê êîîðäèíàòå 

ρ , ìû ìîæåì  

îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñèëîâîãî ïàðàìåòðà γ  â äåìàðêàöèîííîé ïëîñêîñòè øà-

ðîâ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ðàäèóñà øàðîâ R0  ïðè çàäàííûõ âåëè÷èíàõ σ  íà 

 
 
Ðèñ. 3. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñèëîâîãî ïàðàìåòðà 
γ =Â|gradB îò êîîðäèíàòû ρ  äëÿ ÷åòûðёõ çíà÷å-

íèé ðàäèóñà øàðîâ R0 = 3 ìì, R0 = 4 ìì, R0 = 5 ìì 
è R0 = 6 ìì ïðè σ  = 0.4 Òë 

 
 

 
 
Ðèñ. 4. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû ρ  ñè-

ëîâîãî ïàðàìåòðà γ =Â|gradB| äëÿ ÷åòûðёõ çíà-

÷åíèé ðàäèóñà øàðîâ R0 = 3ìì, R0 = 4ìì, R0 = 5 ìì 
è R0 = 6 ìì ïðè σ  = 1Òë 
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ïðîèçâîëüíîì óäàëåíèè îò òî÷êè êîíòàêòà. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñèëîâîãî ïà-
ðàìåòðà îò êîîðäèíàòû  ρ  äëÿ äâóõ çíà÷åíèé èíäóêöèè âîçáóæäåíèÿ σ  = 

0.4Òë è σ  = 1Òë  ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3-4. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëó÷øå âñåãî ñîîòâåòñòâóþò êóáè÷åñêîé óïàêîâêå 
øàðîâ, êîãäà îíè âûñòðàèâàþòñÿ â öåïî÷êè, îðèåíòèðîâàííûå âäîëü ñèëî-
âûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èìåííî òàêàÿ òåíäåíöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïî-
ïàäàíèè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà øàðîâ â ìàãíèòíîå ïîëå. Îä-
íàêî, ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå øàðîâ ýòà êàðòèíà ñìàçûâàåòñÿ, óïàêîâêà 
÷àñòî ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷íîé, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îòäåëüíûå øàðû ìî-
ãóò èìåòü áîëåå äâóõ ðàáî÷èõ êîíòàêòîâ, ìåæäó êîòîðûìè ðàñïðåäåëÿåòñÿ 
ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç øàð. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû íå ó÷èòûâàþò èçìåíåíèå ñèëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ìàãíèòíîãî ïîëÿ â 
ïðèêîíòàêòíîé îáëàñòè ïîä âëèÿíèåì òàêîãî ôàêòîðà, êàê íàãðóçêà êîíòàê-
òà ìàãíèòíîé ôðàêöèåé. 
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