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ÓÄÊ 51 

A.Â. Þäåíêîâ, À.Â. Ðîìàíêîâ 

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À ÃÈËÜÁÅÐÒÀ  
ÄËß ÁÈÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ  
Â ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ 

Ðåøåíèå çàäà÷è Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ 
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ñîåäèíÿåò òåîðèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ áèàíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ âåðîÿòíîñòíîé òåîðèåé ïîòåíöèàëà. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèàíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàäà÷à Ãèëüáåðòà, òåîðèÿ óïðóãîñòè, 
èçîòðîïíîå òåëî. 

 

 
 

àäà÷à Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé áûëà ïîñòàâëåíà Ô.Ä. 
Ãàõîâûì â 1949 ãîäó [1]. Äàííàÿ çàäà÷à ñ îäíîé ñòîðîíû îáîáùàåò çàäà-

÷ó Ãèëüáåðòà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñ äðóãîé ñòîðîíû âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê 
÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâóþ îñíîâíóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà. 

Äàäèì êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Ïóñòü D îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì Ã. Òðåáóåòñÿ íàéòè 
áèàíàëèòè÷åñêóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ 

( ) ( ) ( )F z z z z= ϕ + ϕ
0 1

  (1) 

ïî êðàåâûì óñëîâèÿì 

( )Re ( ( ) ( )) ( )k k kk k

Fa ib C
x y− −

⎡ ⎤∂ σσ − σ = σ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦2 1

, Ãσ∈ .  (2) 

Çäåñü ( , )k kϕ = 1 2  — àíàëèòè÷åñêèå êîìïîíåíòû; ka , kb , kc – çàäàííûå íà 

êîíòóðå Ã äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 
íîðìèðîâêè 

k ka b+ =2 2

1 . 

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïåðâàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîï-
íîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì âèäîì çàäà÷è (2). Íàïîìíèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ 
ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]. 

Re ( );       Re ( ).F FC C
x y

∂ ∂= σ = σ
∂ ∂1 2

  (3) 

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé áûëà ðàññìîò-
ðåíà â ðàáîòàõ Â.Ñ.Ðîãîæèíà, Ì.Ï.Ãàíèíà, Ê.Ì. Ðàñóëîâà. Äîñòàòî÷íî ïîëíî îñ-
íîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) è åå îáîáùåíèé ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [5], [6]. 

Çàäà÷à Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (2) ìîäåëèðóåò íàïðÿæåííîå 
ñîñòîÿíèå óïðóãîãî èçîòðîïíîãî òåëà â ñëó÷àå, êîãäà íàãðóçêè, ôîðìà òåëà, óï-
ðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû äåòåðìèíèðîâàííûìè ôóíêöèÿ-

Ç 
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ìè. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ óêàçàííûå ïàðàìåòðû íîñÿò ñëó-
÷àéíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé íàó÷íîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ïî-
ñòàíîâêè è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãèëüáåðòà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ åå ïîìî-
ùüþ ìîæíî áûëî îïðåäåëÿòü ñëó÷àéíûå áèàíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. 

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âûðàçèòü ðåøåíèå çàäà÷è Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ñîåäèíÿåò 
òåîðèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ âåðîÿòíîñòíîé òåîðèåé 
ïîòåíöèàëà [2]. 

Ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèå Õ — áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )F z U x y iV x y z z z= + = ϕ + ϕ
0 1

 â îáëàñòè 

D îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Ã íàçûâàåòñÿ Õ — áèàíàëèòè÷åñêîé, åñëè äëÿ âñåõ 

z D∈  è âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ W, äëÿ êîòîðûõ W D∈ , àíàëèòè÷åñêèå êîì-
ïîíåíòû ( )zϕ

0
 è ( )zϕ

1
 ïðåäñòàâèìû â ñëåäóþùåì âèäå 

( ) ( , ) ( , ) ( ( , )) ( ( , )) ( ( ))
w w w w wk k k k k kz U x y iV x y M U Y Y iM V X Y M zτ τ τ τ τϕ = + = + = ϕ ,  

k=0,1.  (4) 
Çäåñü ( )Ì f  — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, wτ – ìîìåíò 

ïåðâîãî âûõîäà äâóìåðíîãî áðîóíîâñêîãî ïðîöåññà èç ìíîæåñòâà w. Ôóíêöèè 

kU  è kV  ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ Êîøè-Ðèìàíà. 

Ëåììà 1. Ïóñòü F — X — áèàíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè D ïëîñêîñòè 
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z, A — õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïåðàòîð, òîãäà 
A F =2

0 .  (5) 

Îáðàòíî, åñëè ( )F C D∈ 2  è A F =2

0  â D, òî ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Õ- áèàíà-
ëèòè÷åñêîé. 

Äîêàçàòåëüñòâî. 

Ïðèìåíèì äâàæäû ê ôóíêöèè ( ) ( ) ( )F z z z z= ϕ + ϕ
0 1

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïå-

ðàòîð. 
( ( )) ( )

lim ( )
( )
w

w z
w

M F z F z
AF z

M
τ

→

−
′= = ϕ

τ 1
; 

( ( )) ( )
lim ( )

( )
w

w z
w

M z z
A F z

M
τ

→

′ ′ϕ − ϕ
′= = Δϕ =

τ
1 12

1
0 . 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Äûíêèíà. 

( ( )) ( ) lim ( )( )

lim ( )( ) ( ) ( ) ( )

w

w

w

k

sk

k

sk

M F z z M A z ds

z M A z ds z z z z

τ ∧

τ →∞

τ ∧

→∞

⎛ ⎞
= ϕ + ϕ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ ⋅ ϕ + ϕ = ϕ + ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

0 0

0

1 1 0 1

0

 

Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïîíàäîáèòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì [4] 
ñòð. 216). 

Ëåììà 2. Ïóñòü ( )g σ  — îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà ãðàíèöå Ã îá-
ëàñòè D. 

Òîãäà ôóíêöèÿ ( , ) ( ) ,
w

U x y M g z z Zτ⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦  ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ãèëüáåðòà â ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, îãðàíè÷èâøèñü 
ñëó÷àåì êðóãîâîé îáëàñòè. 
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Òðåáóåòñÿ íàéòè Õ — áèàíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ( ) ( , ) ( , )F z u x y iv x y= − ïî 
êðàåâîìó óñëîâèþ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè L, îãðàíè÷èâàþùåé êðóãîâóþ îá-
ëàñòü D. 

( ) ( ) ( );      ( ) ( ) ( ).
D D D D D D

u v u va b c a b c
x x y yτ τ τ τ τ τ
∂ ∂ ∂ ∂σ ⋅ + σ = σ σ ⋅ + σ = σ
∂ ∂ ∂ ∂1 1 1 2 2 2

  (6) 

Çäåñü Dτ  — ïåðâûé ìîìåíò âûõîäà äâóìåðíîãî áðîóíîâñêîãî ïðîöåññà èç 

îáëàñòè D, ( )( , )kñ kσ = 1 2 – äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà êîíòóðå L, 

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿ Ãèëüáåðòà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè; ka , kb – 
äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà âìåñòå ñ ïðîèç-
âîäíûìè äî (3-ê) ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) âûïîëíÿþòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ) ( ) ( )F z z z z= ϕ + ϕ
0 1

 è 

; i
x z y zz z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂ ∂
 

êðàåâûå óñëîâèÿ (6) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó 

Re ( ( ) ( ))( ) ( )
D D D D

a ib cτ τ τ τ
′ ′⎡ ⎤σ − σ ϕ + σ ϕ + ϕ = σ⎣ ⎦1 2 0 1 1 1

,  (7) 

Re ( ( ) ( ))( ) ( )
D D D D

a ib cτ τ τ τ
′ ′⎡ ⎤σ − σ ϕ + σ ϕ − ϕ = σ⎣ ⎦2 2 0 1 1 2

. 

Ñâåäåì ñòîõàñòè÷åñêóþ çàäà÷ó Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ê 
÷åòûðåì ñòîõàñòè÷åñêèì çàäà÷àì Äèðèõëå äëÿ X-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Íàéäåì ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìíîæèòåëè äëÿ çàäà÷è (7). Äëÿ ýòîãî ðåøèì ñëå-
äóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: 

k
k

D

x

k

k k

e
P

a b

−ν
τσ=

+2 2

, arg
D

k
k k

k

b
v arctg x

a τ= − σ ,  (8) 

ãäå ( )k k kx Jnd a ib= + . 
Âòîðîå óñëîâèå (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîõàñòè÷åñêóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ 

àíàëèòè÷åñêèõ (ãàðìîíè÷åñêèõ) ôóíêöèé. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-
ãóëÿðèçèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòüþ è ñóùåñòâîâà-
íèåì ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. 

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî íà îêðóæíîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

σ =
σ
1 . (9) 

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè 

( ) ( ) ( ) ( )Ô z z z z z−′ ′= ϕ + ϕ + ϕ1

1 0 1 1
, ( ) ( ) ( ) ( )Ô z z z z z−′ ′= ϕ + ϕ − ϕ1

2 0 1 1
.  (10) 

Ïåðåïèøåì êðàåâûå óñëîâèÿ (7) â ñëåäóþùåì âèäå 

[ ]Re ( ) ( )
D

a ib Ô C τ− = σ
1 1 1 1

, [ ]Re ( ) ( )
D

a ib Ô C τ− = σ
2 2 2 2

.  (11) 

Ïóñòü kp – ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìíîæèòåëè ôóíêöèé k ka ib− . Ïðåîáðàçóåì 
óðàâíåíèå (11) 
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( ) ( )
Re

( ) ( )
D D

D D

Ô c

x p
τ τ

τ τ

σ σ⎡ ⎤
=⎢ ⎥σ σ⎣ ⎦

1 1

1 1

, 
( ) ( )

Re
( ) ( )

D D

D D

Ô c

x p
τ τ

τ τ

σ σ⎡ ⎤
=⎢ ⎥σ σ⎣ ⎦

2 2

2 2

.  (12) 

Êðàåâûå óñëîâèÿ (12) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòîõàñòè÷åñêèå çàäà÷è Äèðèõëå. 
Ðåøåíèå çàäà÷ äàåòñÿ ôîðìóëàìè [4]. 

* *
* ( ) ( )

( ) ( )( ( ( )) ( )) ( ) ( )
D

z M C M C
Ô z z M C z i dx dy z S z

y xτ

∂ ∂
= χ + − + = χ

∂ ∂∫ 1 1

1 1 1 1 1

0

,  (13) 

* *
* ( ) ( )

( ) ( )( ( ( )) ( )) ( )
D

z M C M C
Ô z z M C z i dx dy S z

y xτ

∂ ∂
= χ + − + = χ

∂ ∂∫ 2 2

2 2 2 2 2

0

. 

Çäåñü * /k k kC c p=  (k=1,2). 
Èñêîìûå Õ-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íàéäåì ïî ôîðìóëàì 

( ) ( )
( )

Ô z Ô z
z

−
ϕ = 1 2

1

2

, ( ) ( ) ( ) ( )z Ô z z z
z

′ ′ϕ = − ϕ − ϕ
0 1 1 1

1 .  (14) 

Ïóñòü òåïåðü ( )k k kx Jnd a ib= + >0. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè 

( )
( )

k

k

Ô z
zχ

 èìåþò â íà÷àëå êîîðäèíàò ïîëþñ ïîðÿäêà kx . Â ýòîì ñëó÷àå 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )k k k kÔ z S z Q z z= + χ .  (15) 

Çäåñü ( )( )
kx

k k
k k k

k

Q z c z c z −

=
= −∑

1

; ;...;
ëõñ ñ

1
— ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïî-

ñòîÿííûå. 
Ïóñòü kx <0. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Ãèëüáåðòà äëÿ Õ-

áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà â òîì, ñëó÷àå, åñëè äîïóñ-
òèòü, ÷òî èñêîìûå àíàëèòè÷åñêèå êîìïîíåíòû èìåþò â íà÷àëå êîîðäèíàò ïîëþ-
ñû îïðåäåëåííûõ ïîðÿäêîâ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêèé âàðèàíò çàäà÷è, 
â êîòîðîì íå äîïóñêàþòñÿ îñîáåííîñòè â îáëàñòè D, òî ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, 
÷òîáû ôóíêöèè ( )kS z  èìåþò â íà÷àëå êîîðäèíàò íóëè — kx  ïîðÿäêà. 

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ ( )kS z  â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z =0. 

( ) ( )
( ) ( ) ... ...

! !

n
nk k

k k

S S
S z S z z

n

′
= + + + +

0 0

0

1

  (16) 

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ãèëüáåðòà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ 
óñëîâèé 

( )kS =0 0 , ( )kS ′ =0 0 , ( ) ( )kx
kS =0 0 .  (17) 

Ïîëîæèì 
( ) ( ) ,j j j
k k kS c id= +0  j

kc = 0  (j=1,…, kx ), j
kb = 0 .  (18) 

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè ( )kS z  ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. 
Çíà÷èò, îíà ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Òåéëîðà 

.,
,

( , ) k m n
k m n

m n

U x y C x y
∞

=
= ⋅ ⋅∑

0

.  (19) 
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Çäåñü ,

m n
k k
m n n m

x
y

U
C

x y

+

=
=

∂
=
∂ ∂ 0

0

 

Óñëîâèÿ (18) áóäóò ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì 

,( )
m n

k
km n

x
y

U
m n x

x y

+

=
=

∂
= ≤ + ≤

∂ ∂ 0

0

0 0   (20) 

èëè 
( )

( )
d

d

m n
k

m n
k

c z
M

p zx y

+
τ

τ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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Ñëó÷àé, êîãäà èíäåêñû êðàåâûõ êîýôôèöèåíòîâ èìåþò ðàçíûå çíàêè ìîæíî 
èññëåäîâàòü àíàëîãè÷íî. 

Ñôîðìóëèðóåì èòîãîâûé ðåçóëüòàò. 
Òåîðåìà. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 

íà îêðóæíîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìíîæèòåëåé è äâóõ íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ àíàëèòè÷åñêèõ êîìïîíåíò. 

×èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è l è ÷èñëî óñëîâèé 
ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîé çàäà÷è v ñâÿçàíû ñ èíäåêñàìè êðàåâûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ñîîòíîøåíèåì 

( ) ( )l v Jnd a ib Jnd a ib− = − + −
1 1 2 2

,  (22) 

ò.å. ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ 
íёòåðîâîé. 

Ñõåìà ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Ãèëüáåðòà äëÿ áèàíàëèòè÷åñêèõ 
ôóíêöèé íå ìåíÿåòñÿ, åñëè îáëàñòü D, îòîáðàæàåòñÿ íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷-
íîãî êðóãà ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè. 
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