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Капиллярное давление Рк газа в пузырьках является термодинамическим 
фактором интенсивности, определяющим направление четырех важных 

процессов, протекающих при пенной флотации: коалесценции, растекания, 
прилипания и отторжения. Без Рк невозможно вычислить энергию, заключенную 
в пузырьке, и количественно исследовать эти процессы.

4. Существо энергетического расчета возможности перехода А→М 
на подложках (Г), (Ф) и (Нх)

Переход А→М (ПАМ)  – это краткое название расчета элементарного акта 
флотации или перехода свободного пузырька А с формой β = 0 (сфера) в при-
липший пузырек М с формой β < 0 (сидячий пузырек). Поначалу ПАМ рассма-
тривается только на предельно гидрофобной (Г) и предельно гидрофильной (Ф) 
подложках с целью выбора рационального способа вычисления капиллярного 
давления РкМ в пузырьке М. Способ расчета РкМ отвергается как неприемлемый, 
если полученные значения РкМ, будучи использованы в энергетическом расчете 
ПАМ приводят к абсурдным выводам, например, что пузырек не может прилип-
нуть к подложке (Г) или, напротив, может прилипнуть к подложке (Ф) [1, с. 201].

Далее рассчитывается более общий случай, когда помимо (Ф) и (Г) расчеты 
ПАМ проводятся еще и на подложке с неполной смачиваемостью (Нх), где х – 
доля монослоя ионогенного собирателя под пузырьком [3].

Существо расчета ПАМ состоит: (1) в определении энергии Gп пузырьков А 
и М; (2) в оценке знака разности ∆Gп = GпМ – GпА и (3) в определении величины 
этой разности. 

В случае подложки (Г) величина ∆GГ  <  0. Отрицательный знак указывает 
на убыль энергии при ПАМ и его энергетическую возможность, а  величина 
∆GГ характеризует степень прилипаемости пузырька к подложке или меру его 
стремления к прилипанию. Обратное противоречит многолетнему опыту и со-
временным представлениям о флотации и потому считается абсурдным.
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В случае подложки (Ф) величина ∆GФ  >  0. Положительный знак ∆GФ оз-
начает, что на пути ПАМ имеется энергетический барьер, препятствующий 
прилипанию пузырька, а величина ∆GФ характеризует высоту этого барьера. 
В случае подложки (Нх) знак ∆GНх может быть как положительный, так и отри-
цательный, а величина ∆GНх характеризует влияние смачиваемости подложки 
на ее взаимодействие с пузырьком. 

Если величина ∆GНх > 0, а опыт при малых х (0,5% [4, с. 110]) все же по-
казывает, что из пульпы идет флотация частиц, то вполне вероятно, что фло-
тация происходит по причине высокой флотоактивности нанопузырьков, при-
сутствующих в пульпе, или крайне неравномерной адсорбции собирателя на 
поверхности отдельных частиц. Первый вариант объяснения, однако, предпо-
чтительнее.

Поскольку ∆Gп – величина аддитивная, и весьма зависима от объема V пу-
зырька, то для сравнения этих характеристик, полученных для пузырьков раз-
личного размера, используется удельные величины ∆GГ/V, ∆GФ/V и ∆GНх/V.

5. Источники данных, необходимых для расчетов ПАМ
Для проведения прецизионных расчетов необходимы точные значения па-

раметров пузырьков А и М. Параметры сферических пузырьков А легко вы-
числить для пузырьков любого размера, а параметры пузырьков М могут быть 
определены только на основе результатов численного решения уравнения Лап- 
ласа для конкретных значений его формы β. Необходимо заметить, что чис-
ленное решение уравнения Лапласа для каждого β оформляется в виде специ-
альных таблиц, называемых с 1883 г. Таблицами Башфорта и Адамса (ТБА) [5]. 

В связи с изложенным, расчет ПАМ рационально начинать с определения 
параметров пузырьков М, для которых имеются ТБА с соответствующими β, 
а затем переходить к пузырькам А. Все эти расчеты в принципе просты, хотя 
кропотливы и трудоемки, но приводят, как правило, к однозначным результа-
там. Детали рациональной последовательности расчета параметров пузырьков 
М и А рассмотрены в [1; 2; 3, с. 393].

Для пояснения расчетов, связанных с ПАМ, в публикациях [1, 2, 3] приво-
дилась таблица для β = -3,15∙10-1, данные которой использовались в числовых 
примерах. В 2013 г. ТБА для этой же и других форм опубликованы в Прило-
жении к [6]. Они охватывают пузырьки диаметром от нескольких миллиметров 
до микрона.

Поскольку опубликованных таблиц типа ТБА для пузырьков нанометровых 
размеров еще нет, то для числовых примеров, поясняющих проводимые рас-
четы, используются данные из табл. 1, содержащей результаты решения урав-
нения Лапласа для формы β  =  -3,15∙10-11, отвечающей контуру пузырька с 
диаметром de = 30 нм при σ = 0,070 Н/м.

В настоящей работе для проведения описываемых прецизионных расчетов 
использованы 22 такие 12-тизначные таблицы, содержащие параметры раз-
личных пузырьков нанометровых размеров. Эти таблицы отличаются от опу-
бликованных ранее в [1, 2, 3, 6] графой 8, содержащей численные значения 
разности ε = [b/ρ] – (b/ρ). Эта разность ε введена Дж.К. Адамсом [5] в разра-
ботанный им метод численного решения уравнения Лапласа для контроля вза-
имного соответствия и точности значений параметров, приведенных в каждой 
строке граф 2, 3, 4 и 5. В работах [1, 2, 3, 6] в таблицах типа ТБА величина ε 
на печать не выводилась, хотя, естественно, учитывалась. 
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Поясним это. Величина [b/ρ], записанная в квадратных скобках, следуя [5], 
считается точной, поскольку вычисляется по уравнению Лапласа с использо-
ванием параметров (ϕ), (x/b) и (z/b), которые поначалу считаются неточными и 
помещены в круглые скобки:

( ) sin( )
2 /

( / )
b

z b
x b

  ϕ
= + β ⋅ − ρ   .

Из [b/ρ] вычитается получаемая в процессе решения величина (b/ρ), поме-
щенная в графе 2, и которая поначалу тоже считается неточной. Но если раз-
ность ε оказывается равной нулю (см. графу 8) или представляется в виде не-
скольких единиц в последнем разряде, то все числа данной строки, бывшие до 
этого в круглых скобках считаются точными, и расчет может быть продолжен. 
То есть, начинается расчет значений параметров следующей строки таблицы. 
Если корректировку не проводить, то ошибка по мере счета нарастает. Если 
ε окажется больше указанной выше величины, то включается метод корректи-
ровки [5] до тех пор, пока ε не станет равным нулю или нескольким единицам 
в последнем разряде.

Графа 8 введена в табл. 1 для ее отличия от таблиц, сосчитанных с отсту-
плением от метода Дж.К. Адамса [5], например, без корректировки рассчиты-
ваемых значений параметров (ϕ), (x/b), (z/b) , (b/ρ), которые затем используют-
ся при вычислении V/b3 и П/b2 (графы 6 и 7). Все это в свою очередь порож-
дает ошибки при вычислении объемов V и площади поверхности П пузырьков, 
а также при оценке энергетической возможности ПАМ.

6.	 Расчет энергетической возможности перехода А→М. 
Числовые примеры
Предполагается, что сопоставление результатов расчета ПАМ для пузырь-

ков с диаметром de от 3 мм до 20 нм позволит установить причину повышенной 
флотоактивности пузырьков нанометрового размера.

К выполненным ранее расчетам ПАМ с относительно крупными пузырьками 
добавим результаты расчетов с пузырьками de, равными 500; 300: 100; 50; 
30 и 20 нм с формами β, равными -8,75∙10-9; -3,15∙10-9; -3,5∙10-9; -8,75∙10-11; 
-3,15∙10-11; -1,4∙10-11.

Для пояснения расчетов применяются данные из табл. 1. Чтобы использо-
вать безразмерные данные этой таблицы, их умножают на масштаб, т.е. на ве-
личину b, взятую в соответствующей степени. Величина b вычисляется по урав-
нению Лапласа посредством параметров, характеризующих форму пузырька 
β = -3,15∙10-11, поверхностное натяжение σ = 0,070 Н/м на границе фаз, их 
плотности D1 = 0 кг/м3 (для воздуха) и D2 = 1∙103 кг/м3 (для воды), а также 
ускорение свободного падения g = 9,8 м/с2:

11
16 8

3
1 2

( 3,15 10 ) 0,070
2,25 10 1,5 10

( ) (0 1 10 ) 9,8
b

D D g

−
− −β ⋅ σ − ⋅ ⋅

= = = ⋅ = ⋅
− ⋅ − ⋅ ⋅

м.

Поместим величину b в Примечание к табл. 2, поскольку b часто использу-
ется в расчетах и должна быть под рукой.

Данные табл. 1 при наличии b точно соответствуют параметрам пузырька 
от его купола до основания. Обычно за основание выбирается уровень точки 
перегиба, в которой главный радиус кривизны b/ρ (графа 2) меняет свой знак. 
Поскольку у всех форм с β < 0 такая точка имеется, то выбор ее при расчете 
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за основание пузырька обеспечивает одинаковые условия для пузырьков раз-
личных размеров. 

В качестве примера применения табл.  1 вычислим некоторые параметры 
пузырька М диаметром de = 30 нм и формой β = -3,15∙10-11.

6.1. По данным табл.  1 уровень точки перегиба находится при s/b  = 
= 3,141539 (см. графу 1). Тогда диаметр а основания пузырька равен 

а = 2 ∙ x/b ∙ b = 2∙0,000004653639∙1,5∙10-8 = 1,396089∙10-13 м ≈ 1,4∙10-3 Ả,

т.е. значение а примерно в тысячу раз меньше размера атома, что легко пока-
зать, если выразить величину а в ангстремах, которыми ранее характеризовали 
размеры атомов и ионов. По-видимому, у реального пузырька основание долж-
но быть несколько бóльшим. 

Выберем для расчета ПАМ уровень, который выше точки перегиба всего на 
0,01 Ả, т.е. s/b = 3,130 (см. графу 1), и вычислим диаметр а и соответственно 
площадь основания ПаМ пузырька М: 

а = 2 ∙ x/b ∙ b = 2∙0,011543397264∙1,5∙10-8 = 3,463019178∙10-10 м ≈ 3,46 Ả,

т.е. немного больше размера молекулы воды;

ПаМ = π∙( x/b ∙ b)2 = π∙(0,011543397264∙1,5∙10-8)2 = 9,41888891615∙10-20 м2.

Внесем величину ПаМ в графу 8 табл. 2, строку 1, а s/b = 3,130 – в Приме-
чание, поскольку именно эта строка в табл. 1 содержит почти все параметры, 
используемые в расчете.

6.2. Определим площадь боковой поверхности ПМ пузырька М 

ПМ = П/b2∙ b2 = 12,56595198338∙(1,5∙10-8)2 = 2,82733919627∙10-15 м2. 

Внесем эту величину в графу 6, строки 1–6.
6.3. Общая поверхность пузырька М равна сумме

ПМ + ПаМ = 2,82743338515∙10-15 м2.

Внесем ее в графу 7, строку 1.
6.4. Вычислим объем VM пузырька М

VM = V/b3∙ b3 = 4,188790191606 ∙(1,5∙10-8)3 = 1,41371668967∙10-23 м3.

Внесем полученное значение в графу 4, строки 1–6.
6.5. Вычисление величины площади ПА поверхности пузырька А 
На основе ПА последовательно определяются диаметр dА пузырька А, ка-

пиллярное давление РкА в нем, объем VА пузырька и заключенная в нем энергия 
(РкА∙VА + σ∙ПА). Очевидно, что ошибка в значении ПА при расчете ПАМ крайне 
нежелательна.

Значения ПА для пузырьков различного размера проверяются посредством 
неравенства ПМ < ПА < (ПМ + ПаМ) и потому на его основе составлено эмпири-
ческое уравнение для расчета ПА:
ПА = ПМ + 0,99996 ∙ ПаМ . 

Используя значения ПМ (п. 6.2) и ПаМ (п. 6.1), получим:

ПА = 2,82733919627∙10-15+ 0,99996∙9,41888891615∙10-20 =  
= 2,82743338138∙10-15 м2

Внесем эту величину в графу 6, строку 7 табл. 2. 
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6.6. Определим величину диаметра dА пузырька А 

82,99999999637 10À
A

Ï
d −= = ⋅

π
м.

Внесем значение dА в графу 5, строку 7.
6.7. Определим объем пузырька А
VA = π ∙ (dА)3/6 = 1,41371668898∙10-23 м3.
Внесем вычисленное значение VA в графу 4, строку 7.
6.8. Вычислим площадь ПаМНх под пузырьком М, сидящим на подложке (Нх). 

Она меньше, чем на подложке (Ф) на долю х, покрытую слоем собирателя. Это 
было пояснено в п. 3.2 первой части статьи [ ] при записи уравнения (3). В слу-
чае х = 0,1 площадь ПаМНх получается равной:

ПаМН0,1 = ПаМ∙(1 – х) = 9,41888891615∙10-20∙(1 – 0,1) = 8,47700002453∙10-20 м2.

Внесем полученную величину в графу 8, строку 2.
Приведенные примеры в какой-то мере повторяют расчеты, выполненные 

ранее в [1, 2, 3]. Остальные графы в табл. 2 могут быть легко воспроизведены 
с использованием соотношений, содержащихся в заголовках граф таблицы.

Аналогичные расчеты, проведенные с пузырьками М и А других размеров и 
форм от 3 мм до 20 нм, привели к получению еще 14-ти таблиц типа табл. 2, 
которые не приводятся из-за ограничения в объеме статье, но на их основе 
составлена сводная табл. 3 для ПАМ на подложках (Ф), (Г) и (Нх) и построены 
кривые Ф, Г и Нх на рис. 1 и рис. 2.

7. Обсуждение полученных результатов
На рис. 1 по оси абсцисс отложены значения экваториальных диаметров de 

пузырьков от 3 мм до 20 нм, использованных в расчете ПАМ, а по оси ординат 
вверх от прерывистой нулевой линии отложены значения удельных энергий 
∆GФ/V>0 или высоты барьеров, препятствующих процессу прилипания этих 
пузырьков к подложке (Ф). Кривая Ф плавно нисходит с уменьшением de до ну-
левой линии, но не пересекает ее до своего конца, означая, что энергетически 
стабильное прилипание пузырька к подложке (Ф) невозможно.

Вниз от нулевой линии отложены значения ∆GГ/V<0, отражающие убыль 
энергии при самопроизвольном прилипании пузырьков к подложке (Г). Эта 
убыль у больших и маленьких пузырьков резко неодинакова, что и иллюстри-
рует кривая Г, ветви которой из-за этого изображены в различных масштабах.

В случае подложки (Нх) удельные значения ∆GНх/V при малых х и de >1 мкм 
откладываются в верх от нулевой линии, а при х > 0,6 и de < 1 мкм отрица-
тельны и откладываются вниз. При этом кривые Нх повторяют в какой-то мере 
кривую Г, к которой они с ростом х приближаются.

Номера точек соответствуют номерам строк в табл. 3, а буквы у кривых – 
подложкам, к которым энергетически пузырек может прилипнуть или не при-
липнуть.

На рис. 1 для ∆G/V приняты различные масштабы: исходный (а), уменьшен-
ный по энергии в 50 раз (б) и увеличенный в 100 раз по энергии и в 2 раза по 
диаметру (в). Последнее позволило показать, что слияние трех кривых Ф, Г и 
Нх между точками 7 и 9 на рис. 1, а вовсе не означает, что пузырьки в равной 
мере могут прилипать как к гидрофобной, гидрофобизированной, так и к гид- 
рофильной подложкам. 
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Рис. 1: а) – результаты расчета приращения удельной энергии ∆G/V при переходе А→М пу-
зырьками с диаметром de на подложках с различной смачиваемостью (Г), (Ф) и (Нх). Индекс «х» 
выражает долю монослоя (0,1; 0,3; 0,5; 0,7 и 0,8) собирателя на площади контакта пузырька 
М с подложкой; б) – поскольку прилипаемость нанопузырьков, начиная с de = 500 нм, резко 
растет, конечный участок графика показан в 50 раз уменьшенном масштабе; номера точек со-
ответствуют номерам строк в табл. 3; в) – участок между точками 6 и 9, слившийся на рис. 1, а 
с нулевой разделительной линией, увеличен по вертикали в 100 раз для иллюстрации того, 
что снижение крупности пузырьков и гидрофобизация поверхности подложки способствуют 
переходу А→М
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Все описанные удивитель-
ные эффекты и, в том числе, 
довольно широкий плоский 
максимум на кривой Г у ну-
левой линии становятся по-
нятными, благодаря зависи-
мостям, РкМ (de) и ∆G/V(de), 
изображенным на рис. 2.

Оказывается, что для 
эффективного прилипания 
пузырьков к твердой под-
ложке необходимо опреде-
ленное значение РкМ, в них 
и, пока оно не достигнуто, 
прилипание идет вяло.

На рис. 2 совмещены за-
висимости РкМ (de) и ∆G/V(de). 
Между ними наблюдается 
параллелизм  – горизонталь-
ный ход между точками  1 
и 7 (когда РкМ относительно 
мало) и стремительный рост 
между точками 10 и 15, ког-
да приближается к значени-
ям порядка миллион Н/м2. 

Выводы
1. Причиной феноменаль- 

ной флотоактивности на-
нопузырьков является высо-
кое капиллярное давление 
РкМ в них.

2. Механизм флотоактив-
ности нанопузырьков связан  
с влиянием высокого РкМ 
на их растекаемость по 
поверхности частиц, обе-
спечивающей соответству-
ющую базу (в виде увели-
ченного периметра) для за-
крепления «транспортных» 
пузырьков на поверхности 
частиц.

3. Необходимо отметить, 
что высокое РкМ в нанопу-
зырьках инициирует также 
процесс коалесценции мик- 
ропузырьков и образование 
транспортных пузырьков.

Рис. 2. Сравнение зависимостей (а) и (б) позволя-
ет заключить, что для эффективного прилипания 
пузырьков к подложкам необходимо, чтобы капил-
лярное давление РкМ в них достигло миллиона Н/м2 
и выше: а) – кривая РкМ(de) или зависимость капиллярного 
давления РкМ в пузырьках от их диаметра de, б) – кривые 
∆G/V(de) убыли удельной энергии -∆G/V у самопроизволь-
но прилипающих пузырьков от их диаметра de. Номера то-
чек соответствуют номерам строк в табл. 3. Наблюдается 
параллелизм между кривыми на участках между точками 
1–7 и 10–15. Флотоактивность пузырьков поначалу низ-
кая, а затем быстрорастущая.
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