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И знашивание контактирующих 
твердых тел при механических 

процессах, протекающих в зоне кон-
такта, зависит от поля напряжений 
во взаимодействующих материалах. 
В свою очередь реализованное поле 
напряжений при взаимодействии яв-
ляется ответственным за разрушение 
и, очевидно, за изнашивание, как за 
частный случай разрушения в поверх-
ностном слое контакта. При этом все 
параметры, характеризующие напря-
женно-деформированное состояние 
контактирующих тел являются струк-
турно чувствительными, и существен-
ную роль в них играет масштабный 
фактор. Эти обстоятельства никак не 
учитываются в существующих трудах, 
посвященных изнашиванию контакти-
рующих твердых тел. В связи с этим 
следует отметить монографию с ис-
черпывающей библиографией на эту 
тему [1]. 
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Анализ масштаба статистической 
неоднородности поликристалличе-
ских материалов [2, 3] показывает, что 
поликристаллический материал начи-
нается как целое с размера l = 6d, где 
d – характерный размер зерна. Отсю-
да следует, что l – характерный раз-
мер элементарного объема, свойства 
которого идентичны свойствам всего 
материала. И только начиная с этого 
объема однозначно определимы та-
кие понятия как напряжение, дефор-
мация, модуль упругости, средние 
напряжения и деформации, эффек-
тивные модули упругости и др. Таким 
образом, чтобы процессы в контакт-
ной области были предсказуемыми и 
управляемыми необходимо, чтобы ха-
рактерный размер площади контакта 
и глубины поверхностного слоя долж-
ны быть равен или больше l. 

Для определения упругого поля 
напряжений в поликристаллических 
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материалах построим математическую 
модель. Для этого вначале, согласно 
процедуре математического модели-
рования, рассмотрим следующую со-
держательную модель, предположения  
которой могут быть сформулированы 
следующим образом: условия на кон-
такте поверхностей согласованные, 
т.е. поверхности идеально-гладкие 
или смазаны смазочным материалом, 
свободно перемещающимся по по-
верхности; на формирование внеш-
него и внутреннего поля напряжений 
оказывает влияние условия на контак-
те поверхностей: при контакте иде-
ально-гладких поверхностей в зоне 
контакта имеют место только упругие 
деформации, силы давления нормаль-
ны к поверхности касания, трением 
на контакте, возникающим в процессе 
приложения нагрузки, пренебрегают; 
материал неоднородный и анизотроп-
ный на структурном уровне; концен-
тратор напряжений на границе зерен 
из-за сосредоточенности в малой об-
ласти не влияет на поле напряжений 
внутри зерна, если и влияет, то пре-
небрежимо мал по величине; каждое 
зерно испытывает влияние остальных 
зерен через поле; упругие свойства зе-
рен и внешнее поле напряжений счи-
таем известными; неизвестным счита-
ется поле напряжений внутри зерна. 

На основе этой содержательной 
модели переходим к следующей мате-
матической модели: неограниченная 
упругая трехмерная анизотропная 
среда, которую назовем основной с 
неоднородностями в эллипсоидаль-
ных областях V(x), где x(x1, x2, x3) – 
точка среды. Эти эллипсоидальные 
области плотно прилегают друг к дру-
гу и соответствуют зернам одноком-
понентных (однофазных) конструкци-
онных материалов. 

Пусть С – тензор упругих модулей 
зерна (монокристалла, кристаллита), 
значения которого определены экспе-
риментально, а С0 – постоянный тен-

зор упругих модулей основной сре-
ды, равный осредненным значениям 
тензора упругих модулей зерен <С>, 
С0 + С1 – то же для эллипсоидальной 
неоднородности, соответствующей 
зерну. Тогда тензор упругих модулей 
среды с неоднородностями можно 
представить в виде кусочно-постоян-
ной функции C(x) = С0 + С1 V(x), где 
V(x) – характеристическая функция 
области V, занятой неоднородностя-
ми, т.е. V(x) = 1 при x ∈ V и V(x) = 0 
при x ∈ V. Но так как в рассматри-
ваемой модели неоднородности плот-
но прилегают друг к другу, то всегда 
x ∈ V, а значит V(x) = 1. Будем иметь 
в виду, что С1 принимает различные 
значения в зависимости от ориен-
тации эллипсоидальной неоднород-
ности. В свою очередь ориентация 
последних случайна, следовательно 
С1 – случайный тензор, постоянный 
в пределах каждой неоднородности. 
Обозначим через ε0(x) непрерывное 
внешнее поле деформаций, которое 
существовало бы при С1 = 0 в одно-
родной основной среде при заданных 
внешних силах и через ε(x) – кусоч-
но-непрерывное поле деформаций в 
среде с неоднородностями при тех 
же внешних условиях. Как известно 
[4, 5] тензор деформаций ε1 = defu1, 
где смещение u = u0 + u1 в среде с 
неоднородностью удовлетворяет ин-
тегральному уравнению
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круглые скобки (ij), (kl) обозначают 
симметризацию по индексам ij и kl 
соответственно; – функция Грина ос-
новной среды.
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Так как 0
klG  – локально интегри-

руемая однородная функция степени 
–1, поэтому для построения ее вторых 
производных требуется регуляриза-
ция уравнения (1). В результате полу-
чим, что внешнее однородное поле ε0 
индуцирует внутри эллипсоидальной 
неоднородности однородное поле ε:

ε = (I + A · С1)
–1 · ε0,  (3) 

где I – единичный четырехвалентный 
тензор; A – интеграл по поверхности 
единичной сферы в Фурье-простран-
стве от преобразования Фурье – ядра 
K0. 

Эта модель учитывает как наличие 
границ между зернами однокомпо-
нентных (однофазных) конструкци-
онных материалов, так и анизотроп-
ность зерен. Для того, чтобы полно-
стью охарактеризовать напряженное 
состояние структурного уровня необ-
ходимо учесть взаимное влияние от-
дельных зерен друг на друга, а значит 
и на поле напряжений. Для этого ис-
пользуем метод самосогласованного 
поля. Но поскольку вспомогательная 
задача – эллипсоидальная неоднород-
ность в упругой среде – допускает 
решение в деформациях [2, 3], то и 
предположения метода самосогласо-
ванного поля применительно к рас-
сматриваемой задаче должны быть 
сформулированы через поле дефор-
маций: 1) поле деформаций εc, в ко-
тором находится каждая из неодно-
родностей, складывается из внешнего 
поля деформаций ε0 и поля, наведен-
ного окружающими неоднородностя-
ми; 2) поле деформаций εc одинаково 
для всех неоднородностей и постоян-
но; 3) каждая из неоднородностей с 
известными свойствами представляет-
ся изолированным эллипсоидальным 
включением в среде. 

В рамках метода самосогласован-
ного поля и путем несложных алге-
браических преобразований тензор-
ных соотношений согласно [6] полу-
чим 

σ = C (I+AС1)
–1 <C (I+AС1)

–1>–1 σ0, (4) 

где σ0 – внешнее поле напряжений; 
знак <> означает усреднение по ан-
самблю полей неоднородностей; ис-
ходными данными в данном выраже-
нии являются C(0, 0, 0) и σ0, т.е. тензор 
модулей упругости отдельного зерна 
(монокристалла) в лабораторной сис- 
теме координат и внешнее поле на-
пряжений. Следует отметить, что для 
принятого правила знаков положи-
тельные значения соответствуют на-
пряжениям сжатия, а отрицательные – 
напряжениям растяжения.

Таким образом, используя соот-
ношение (4), можно определить зна-
чения тензора напряжений σ(ϕ, θ, ψ) 
при различных углах Эйлера – ϕ, θ, 
ψ, которые определяют ориентацию 
неоднородности в пространстве. Тем 
самым, возвращаясь к исходному объ-
екту исследования согласно указани-
ям заключительного этапа математиче-
ского моделирования для интерпрета-
ции результатов, мы получим значения 
тензора напряжений σ(ϕ, θ, ψ) в зернах 
однокомпонентных (однофазных) кон-
струкционных материалов в зависимо-
сти от их ориентации в пространстве 
при известном внешнем поле напря-
жений. Компьютерные эксперименты 
над различными металлами показали: 
при внешнем одноосном сжатии зерна 
находятся в сложнонапряженном со-
стоянии; отдельные зерна в частности 
в области контакта испытывают растя-
гивающие напряжения направленные 
перпендикулярно внешним сжимаю-
щим напряжениям. 
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