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Подземное строительство в слабых грунтах или трещиноватых породах 
требует выполнения специальных мероприятий по консолидации и 

уплотнению массива. Для улучшения условий проходки тоннелей в сложных 
гидрогеологических условиях нормативными документами, например [3], ре-
комендуется применение предварительной цементации из забоя. В результа-
те укрепительной цементации происходит закрепление неустойчивых горных 
пород по трассе тоннеля, повышаются их прочностные и деформационные 
характеристики, а также однородность и изотропность грунта в зоне заданной 
глубины, уменьшается водоприток в период строительства. Укрепительная це-
ментация позволяет в конкретных условиях рационально уменьшать толщины 
обделок, существенно ослаблять агрессивное воздействие подземных вод на 
материал обделки.

При разработке проектов цементации тоннеля должны быть изучены усло-
вия залегания горных пород (грунтов), характеристика их трещиноватости и 
заполнителя трещин пород. Возможность применения цементации определяет-
ся технико-экономической и технологической целесообразностью – размером 
трещин, типом и проницаемостью пород, окружающих туннель, и химическим 
составом подземных вод. Проект цементации может быть уточнен на основа-
нии данных дополнительных изысканий – натурных и лабораторных исследова-
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ний, а также результатов мониторинга напряженного состояния возведенной 
тоннельной обделки.

При проектировании подземных объектов в условиях существующей город-
ской застройки возникает проблема размещения параллельных участков тон-
нелей в непосредственной близости друг относительно друга [1, 5], а в ряде 
случаев возможно создание общей для них зоны укрепленного грунта. 

В настоящее время в ТулГУ разработан метод, позволяющий оценить на-
пряженное состояние массива грунта в окрестности двух параллельных непод-
крепленных круговых выработок, сооруженных в общей зоне укрепления [6]. 
Строгого метода расчета обделок параллельных тоннелей при наличии подоб-
ной зоны не имеется.

В работе приведены результаты математического моделирования взаимо-
действия обделок двух параллельных тоннелей кругового поперечного сече-
ния, сооружаемых в общей зоне цементации грунта, имеющей круговое сече-
ние, и окружающего их массива, необходимые для разработки соответствую-
щего аналитического метода расчета.

При разработке модели использованы современные представления гео-
механики и механики подземных сооружений о совместной работе массива 
грунта, его упрочненной зоны и обделок параллельных тоннелей как элемен-
тов единой деформируемой системы [2], что позволяет в более полной мере 
использовать несущую способность грунта, учитывать как влияние зоны укре-
пленного грунта, так и взаимное влияние близко расположенных тоннелей.

В основу метода положено новое аналитическое решение плоской задачи 
теории упругости для многосвязной области, расчетная схема которой пред-
ставлена на рис.  1, поскольку рассматриваются достаточно протяженные 
участки параллельных тоннелей. 

В расчетной схеме бесконечная однородная изотропная линейно деформи-
руемая весомая среда S0 из 
материала, имеющего удель-
ный вес γ и осредненные ве-
личины модуля деформации 
E0 и коэффициента Пуас-
сона ν0, моделирует массив 
грунта, не подверженный 
укреплению. Круговая об-
ласть S1, ограниченная на-
ружным контуром L0 радиу- 
са R0, и двумя отверстиями 
с контурами L0,  j радиусами 
R0,  j  (j  =  1, 2) с центрами в 
точках zj  (j = 1, 2), модели-
рует зону предварительно 
укрепленного грунта, а  так 
же пройденные выработки. 
Материал области S1 имеет 
деформационные характе- 
ристики E1, ν1, отличаю-
щиеся от соответствующих 
характеристик E0 и ν0. Об- Рис. 1. Расчетная схема
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делки тоннелей моделируются концентрическими кольцами S1, j внутреннего ра-
диуса R1, j, выполненными из материалов с характеристиками E1, j и ν1, j (j = 1, 2). 
Собственным весом обделок тоннелей пренебрегаем.

Комплекс тоннелей располагаются на глубине H, значительно превышаю-
щей поперечные размеры общей зоны цементации, поэтому в расчетах влияни-
ем на напряженное состояние тоннельных обделок земной поверхности пре-
небрегаем. Таким образом, ниже приведена постановка задачи и граничные 
условия для обделок тоннелей глубокого заложения.

На контурах L0, L0, j (j = 1, 2) выполняются условия непрерывности векторов 
полных напряжений и смещений

(1)* (0)* (1)* (0)* (1) (0) (1) (0), , ,r r r r u u v vθ θσ = σ τ = τ = =  на L0;	 (1)
(1, ) (1)* (1, ) (1)* (1, ) (1) (1, ) (1), , ,j j j j
r r r r u u v vθ θσ = σ τ = τ = =  на L0, j (j = 1, 2);	 (2)

на внутренних контурах L1, j (j = 1, 2) внешние нагрузки отсутствуют
(1, ) (1, )0, 0j j
r rθσ = τ = , на L1, j (j = 1, 2).	 (3)

В условиях (1)–(3) символами (0)* (1)* (0)* (1)*, , ,r r r rθ θσ σ τ τ  обозначены полные напря-
жения на контурах L0, L0, m (m = 1, 2) в соответствующих областях Sj (j = 0, 1) 
в полярной системе координат с полюсом в точке O; u(0), u(1), ν(0), ν(1) – горизон-
тальные и вертикальные составляющие векторов дополнительных перемещений 
точек контуров L0, L0, m (m = 1, 2) в областях Sj (j = 0, 1); (1, ) (1, ) (1, ) (1, ), , ,j j j j

r r u vθσ τ  – 
соответственно дополнительные напряжения и смещения на контурах L0,  m, 
L1, m (m = 1, 2).

Действие собственного веса грунта моделируется наличием в областях S0 и 
S1 поля начальных напряжений

(0)(0) (1)(0)

(0)(0) (1)(0)

(0)(0) (1)(0)

;

;

0,

x x

y y

xy xy

H

H

σ = σ = −λγ

σ = σ = −γ

τ = τ = 	 (4)
где γ – удельный вес грунта, принимаемый одинаковым для грунта как в есте-
ственном массиве, так и в зоне упрочнения; λ – коэффициент бокового давле-
ния пород в ненарушенном массиве.

Полные напряжения в точках областей ϕ0(z) представляются в виде сумм
( )* ( ) ( )(0)

( )* ( ) ( )(0)

( )* ( ) ( )(0)

;

; ( 1,2),

j j j
x x x

j j j
y y y

j j j
xy xy xy

j

σ = σ + σ

σ = σ + σ =

τ = τ + τ , 	 (5)
где ( ) ( ) ( ), ,j j j

x y xyσ σ τ  (j = 1, 2) – дополнительные напряжения в точках соответствен-
но областей S0 и S1, обусловленные наличием зоны упрочненного грунта и ос-
лабляющих отверстий. Смещения в областях, моделирующих грунт и обделки, 
рассматриваются только дополнительные.

Решение поставленной плоской задачи теории упругости получено с ис-
пользованием математического аппарата теории функций комплексного пере-
менного, свойств степенных рядов Лорана [4].

Для этого вводятся в рассмотрение комплексные потенциалы ϕ0(z), ψ0(z); 
1 1( ), ( )z zϕ ψ  , характеризующие напряженно-деформированное состояние об-

ластей S0 и S1, моделирующих соответственно массив грунта в естественном 
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состоянии и зону укрепленного грунта, и  потенциалы 1 1( ), ( )z zϕ ψ  , характе-
ризующие напряженно-деформированное состояние областей S1  ,j  (j  =  1, 2), 
моделирующих обделки тоннелей. Комплексные потенциалы связаны с допол-
нительными напряжениями и смещениями в точках этих областей известными 
формулами Колосова-Мусхелишвили [4].

Граничные условия краевой задачи теории аналитических функций ком-
плексного переменного примут вид:

1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1
1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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

µ  ′ ′ϕ − ϕ − ψ = ϕ − ϕ − ψ  µ

  

  
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1 0, 0, 1 0, 1 0, 0,
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1
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t t t t

t t t t f t

ae t t t t

ae t t t t
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
 ′= ϕ + ϕ + ψ +

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

µ
 ′= ϕ − ϕ − ψ  µ

  

  



  

 на L0, j (j = 1, 2); 	 (7)

1, 1, 1, 1,( ) ( ) ( ) 0j j j j j j jt t t t′ϕ + ϕ + ψ =    на L1, j (j = 1, 2), 	 (8)
где

0 0 0 0

, , , ,

;

( 0, 1; 1, 2);

i

i
l j j l j j l j l j

t R e R íà L

t z R e z R íà L l j

θ

θ

= = σ

= + = + σ = = 	 (9)

3 4 ; ( 0,1),
2(1 )

m
m m m

m

E
ae m= − ν µ = =

+ ν 	 (10)

ae 1,
1, 1, 1,

1,

3 4 ; ( 1, 2).
2(1 )

j
j j j

j

E
j= − ν µ = =

+ ν 	 (11)
Функции fj (t0, j), входящие в граничные условия (7) и отвечающие за скачок 

напряжений на контурах L0, j (j = 1, 2), определяются по формуле

(0, )(0) (0, )(0)
0,

0

( ) ( )
s

j j
j j n n jf t i X iY ds= +∫ , 	 (12)

где (0, )(0) (0, )(0),j j
n nX Y   – компоненты главного вектора усилий, действующих на 

контурах L0, j (j = 1, 2); dsj – дифференциалы дуг контуров L0, j (j = 1, 2).
Используя выражения для начальных напряжений (1), определим компонен-

ты главного вектора усилий
(0, )(0) (0, )(0) (0, )(0)

(0, )(0) (0, )(0) (0, )(0)

cos( , ) cos( , ) cos( , )

cos( , ) cos( , ) cos( , )

j j j
n x j xy j j

j j j
n xy j x j j

X n x n y H n x

Y n x n y H n y

 = σ + τ = −λγ


= τ + σ = −γ . 	 (13)

Тогда окончательно функции fj (t0, j) примут вид
1

0, 0,
0, 0,

0, 0,

1 1
( ) ( 1, 2).

2 2
j j j j

j j j
j j

t z t z
f t HR j

R R

−  − −+ λ − λ = −γ ⋅ + ⋅ =      	 (14)
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Комплексные потенциалы ϕ0(z), ψ0(z), регулярные в бесконечной области S0 
вне кругового контура L0, представим в виде рядов следующего вида:

(1)(0)
0

1 0

(2)(0)
0

0 0

( ) ,

( ) .

k

k
k

k

k
k

z
z c

R

z
z c

R

−
∞

=

−
∞

=

 
ϕ =  

 

 
ψ =  

 

∑

∑
	 (15)

Для комплексных потенциалов 1 1( ), ( )z zϕ ψ   с учетом того, что функция 1 ( )zψ  
неинвариантна при переносе начала координат, используем представление:

2
*

1 1 1,
1

2
*

1 1 1, 1,
1

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) .

m m
m

m m m m m
m

z z z z

z z z z z z z

=

=

ϕ = ϕ + ϕ −

 ′ψ = ψ + ψ − − ϕ − 

∑

∑





	 (16)

Входящие в (16) функции * *
1 1( ), ( )z zϕ ψ , регулярные внутри контура L0, рас-

кладываются по положительным степеням соответствующей переменной:
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∑
	 (17)

а каждый из потенциалов ϕ1,m (z – zm), ψ1,m (z – zm) (m = 1, 2), регулярных вне 
каждого из контуров L0, m (m = 1, 2), записываются в виде
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0 0,
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m m
m m k

k m

k
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R
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−
∞

=
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ϕ − =   

 

 −
ψ − =   

 

∑

∑ 	 (18)

Комплексные потенциалы ( ), ( )j jz zϕ ψ  , регулярные в кольцах Sj, с учетом не-
инвариантности функций ( )j zψ  (j = 1, 2) при переносе начала координат оты-
скиваются в виде 

( ) ( ), ( ) ( ) ( )j j j j j j j j jz z z z z z z z z′ϕ = ϕ − ψ = ψ − − ϕ −  , 	 (19)

а функции ϕj (z – zj), ψj (z – zj) (j = 1, 2), в свою очередь, представляются в виде 
рядов Лорана:

(1)( ) (3)( )

1 01, 1,

(2)( ) (4)( )

0 11, 1,
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( ) .

k k
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j j k k
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z z z z
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−
∞ ∞

= =

−
∞ ∞
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   − −
ϕ − = +      

   

   − −
ψ − = +      

   

∑ ∑

∑ ∑ 	 (20)
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Подстановка представлений (15)–(20) 
в граничные условия (6), (7) позволяет 
получить соотношения между коэф-
фициентами разложений комплексных 
потенциалов, характеризующих напря-
женно-деформированное состояние 
смежных областей, в степенные ряды, 
а  граничное условие (8)  – в конечном 
итоге придти к бесконечной системе ли-
нейных алгебраических уравнений от-
носительно коэффициентов разложений 
комплексных потенциалов в среде S0. 
Решение задачи сведено к итерационно-
му процессу, на каждом шаге которого 
определяются указанные коэффициен-
ты разложений из специальным образом 
укороченной системы, свободные члены 
которой уточняются в каждом прибли-
жении по установленному алгоритму [1].

Таким образом, появляется возможность вычисления коэффициентов раз-
ложения комплексных потенциалов в каждой из областей S1, S1 ,j (j = 1, 2), что 
позволяет определять компоненты напряжений в точках рассматриваемых об-
ластей, применяя формулы Колосова-Мусхелишвили [4].

Ниже приведены результаты исследования влияния различных факторов на 
напряженное состояние массива в окрестности двух параллельных круговых 
выработок, сооруженных в зоне укрепленного грунта, полученные на основе 
выполненных многовариантных расчетов. 

Расчетная схема представлена на рис. 2. Общие исходные данные: глубина 
заложения выработок H = 42 м, радиус зоны упрочнения R0 = 12 м, радиусы 
выработок R1 = R2 = 5 м, координаты центров поперечного сечения вырабо-
ток x1 = -6 м, x2 = 6 м, y1 = y2 = 0; деформационные характеристики массива 
грунта – E0 = 2000 МПа, ν0 = 0,35, γ = 0,017 МН/м3, деформационные харак-
теристики массива после укрепления принимаются: E0 = 3000 МПа, ν0 = 0,3.

Рис. 2. Расчетная схема

Рис. 3. Зависимости максимальных нормальных тангенциальных напряжений на 
контурах выработок от отношения модулей деформации массива в естественном 
состоянии и упрочненного E0/E1
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Выполнено исследование зависимости максимальных сжимающих и растя-
гивающих нормальных тангенциальных напряжений от величины отношения 
E0/E1, и размера R0 общей зоны укрепления.

На рис. 3, а показана зависимость максимальных сжимающих нормальных 
тангенциальных напряжений в точках с угловыми координатами θ = 0°, а на 
рис. 3, б – максимальных растягивающих нормальных тангенциальных напря-
жений max / Hθσ γ  в точках при θ = 45°, 315° (угол θ отсчитывается от оси X 
против хода часовой стрелки для каждого отверстия) на контуре первой вы-
работки L1 от отношения модулей деформации массива и материала обделки 
E0/E1. Очевидно, что представленные результаты справедливы и для второй 
выработки с учетом симметрии.

Как видно из рис. 3, увеличение отношения модулей деформации массива в 
естественном состоянии и упрочненного E0/E1 приводит к уменьшению макси-
мальных сжимающих и увеличению растягивающих нормальных тангенциаль-
ных напряжений max / Hθσ γ  в точках контуров выработок.

На рис. 4, а показаны зависимости максимальных сжимающих нормальных 
тангенциальных напряжений в точках при θ = 0°, а на рис. 4, б – максимальных 
растягивающих нормальных тангенциальных напряжений max / Hθσ γ  в точках 
при θ = 45°, 315° на контуре первой выработки L1 от размера общей зоны 
упрочнения R0.

Из рис. 4 следует, что увеличение размера общей зоны упрочнения R0 при-
водит к уменьшению максимальных сжимающих и увеличению растягивающих 
нормальных тангенциальных напряжений max / Hθσ γ  на контурах выработок.

Разрабатываемый метод расчета позволит определить напряженное состоя-
ние обделок тоннелей, что позволит, в конечном итоге, на основе выполнения 
условий прочности обосновать выбор толщин обделок, применяемых материа-
лов, определить минимальное расстояние между продольными осями тоннелей 
и размер зоны укрепленного грунта.

Рис. 4. Зависимости максимальных нормальных тангенциальных напряжений на 
контурах выработок от размера R0 общей зоны упрочнения
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MATHEMATICAL MODEL OPERATION OF LINING THE COLLECTOR TUNNELS  
AND SOIL MASS, SUBJECT TO PRIOR STRENGTHENING
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A method for calculating the monolithic lining of closely spaced parallel tunnels of circular cross-section, 
constructed by the closed method in the general area of reinforced soil. The method is based on mathematical 
modeling teamwork array of soil, its fortified area and lining tun-nels as elements of a single deformable sys-
tem. The basis of the method of calculation put a new analytical solution of the corresponding plane problem 
of elasticity theory for multi piecewise ho-mogeneous area, simulating an array of ground and underground 
structures obtained using the mathematical apparatus of the theory of analytic functions of complex variables, 
properties Laurent power series. The method is implemented as a computer program on the algorithmic 
language FORTRAN in the development environment Microsoft Visual Studio 2008 that allows to perform 
multiple calculations lining of the Tunnel. The paper presents the results of a numerical study of the stressed 
state of the soil around the two mines, passed a total area of reinforced soil – shows the maximum tensile and 
compressive tangential stresses from the normal ratio of the absolute of de-formation of soil in its natural state 
and strengthening of soil and the size of the zone of reinforced soil.

Key words: stress state, the array of soil injection reinforcement, lining, theory of elasticity, plane problem 
of the theory of functions of a complex variable, the calculation program.
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