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Основными функциональными задачами автоматизированной системы на-
учных исследований физических процессов горного производства яв-

ляются: 1) установление деформационных свойств геоматериалов различных 
порядков структурной сложности; 2) определение напряженного состояния 
геоматериалов.

Рассмотрим математические методы и модели первой функциональной за-
дачи. В работе [1] предложен мультифрактальный метод математического мо-
делирования, заключающийся в построении для исследуемого объекта муль-
тифрактальной модели, представляющей собой совокупность связанных между 
собой математических моделей фрактальных сред. При этом каждая из данных 
сред описывает фрактальные объекты, входящие в состав изучаемого объекта 
мультифрактальной структуры.

Анализ работ [2–4] показывает, что в основу разработанных мультифрак-
тальных математический моделей геоматериалов различных порядков сложно-
сти относительно деформационных свойств лежит одна из двух математиче-
ских моделей фрактальных сред. 

Разработаем первую из них  – математическую модель однокомпонентной 
фрактальной среды относительно деформационных свойств. В зависимости от 
входных данных рассматриваемая среда будет соответствовать одному из сле-
дующих типов геоматериалов  – минералу, мономинеральной горной породе 
или породному массиву.

Итак, рассмотрим однокомпонентную фрактальную среду, представляю-
щую собой трехмерную неограниченную анизотропную упругую сплошную 
среду со случайно-ориентированными в пространстве неоднородностями в 
эллипсоидальных областях V, которые соответствуют природным фракталам. 

Обозначим через 
( )ok
C  тензор модулей упругости эллипсоида, который являет-

ся случайной величиной. Здесь и далее, буквенно-числовое сочетание, заклю-
ченное в скобки над тензорной величиной, является пометой, а не индексом, 
и указывает на семантическое значение данной величины. 
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Поместим в матрицу, с упругими свойствами равными усредненным значе-
ниям ( )ok

C< > , указанные эллипсоидальные неоднородности и тем самым полу-
чим модель сплошной среды со структурой. Тогда полученную среду с неодно-
родностями будем характеризовать тензором модулей упругости 
( ) ( ) (1 )

( ) ( )
ok ok ok
C x C C V x=< > + , 

где 1 2 3( , , )x x x x  – точка среды; V(x) – характеристическая функция области V,

т.е. 
1

( )
0

при x V
V x

при x V

  ∈
= 

  ∉
(поскольку неоднородности вплотную прилегают к друг другу, то V(x) = 1);
(1 ) ( ) ( )ok ok ok
C C C= − < >  – случайный четырехвалентный тензор, постоянный в пре-

делах каждой неоднородности и меняющийся скачком на границе эллипсои-

дов. В результате 
( )

( )
ok
C x  является кусочно-постоянной положительно-опреде-

ленной функцией, имеющей разрыв на границе эллипсоидов. Обозначим че-

рез тензор 
(0 )

( )
ok

xε  непрерывное внешнее поле деформаций, которое сущест-

вовало бы при 
(1 )

0
ok
C =  в матрице при заданных внешних силах. А через тензор

( )
( )

ok
xε  – кусочно-непрерывное поле деформаций в среде с неоднородностями

при тех же внешних условиях.
Рассматриваемая среда описывается следующими системами уравнений, по-

нимаемых в смысле обобщенных функций:
1) уравнения равновесия:
( ) ( ) ( ) (0 )
[ ( ) ( )] ( ), ( ) ( )ijkl i

j k l l l

ok ok ok ok
C x u x f x u x u x   ∂ ∂ = − → , при x → ∞, 	 (1)

где 
( )

( ) ( )
( ) (0 ) 1

( ) ( ) , ( )
2

ik l
k l kl

l k

ok ok
ok ok u u
u x x f x

x x

 
∂ ∂ ∂ = ε = + ∂ ∂ 

 

, – внешние силы, которые в силу

непрерывности 
(0 )

( )kl

ok
xε  не содержат сингулярностей типа простого и двойного

слоев;
2) кинематические уравнения:

( )( )
( ) ( ) 1

( )
2

ji
ij

j i

okok
ok ok uu

u
x x

 
∂∂ 

ε = + ∂ ∂ 
  ; 	 (2)

3) определяющие уравнения:
( ) ( ) ( )

ijkl
ij kl

ok ok ok
C  σ = ε . 	 (3)

Отсутствие простых слоев в уравнении (1) является причиной непрерывно-

сти нормальной составляющей напряжений 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ijkl
ij kl

ok ok ok
x C x x σ = ε  на границе S
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области V. Поскольку уравнения записаны в аффинной инвариантной форме, 
то без ограничения общности можно считать, что S – единичная сфера, т.е. 

1i
ix x⋅ = .
Используя работу [5] в рамках метода аналогии, сведем систему (1) к следу-

ющему интегральному уравнению:
(1 ) (0 ) (1 ) (1 ) (0 ) (1 ) (0 )

( ) ( ) ( ) ( )klmn klmn
ijkl ijklij mn mn

V V

ok ok ok ok ok ok ok
K x x C x dx K x x C x dx  ′ ′ ′ ′ ′ ′ε + −  ε = − − ε∫ ∫ ,(4)

где ( )( )

(0 ) (0 )
( ) [ ( )]ijkl jki l ij kl

ok ok
K x x G x x′ ′− = − ∂ ∂ − , 

1(0 ) ( )ok ok
G C

−
 

= −∇ < > ∇  
 

  – тензорная

функция Грина матрицы, ∇ – градиент по x.
Применяя метод аналогии с исследованиями из работы [5] получим решение

уравнения (4) для поля деформаций внутри изолированного включения 
( )iok

ε  

в области V, наведенного постоянным внешним полем деформаций 
(0 )ok

ε :
1( ) ( ) (1 ) (0 )iok ok ok ok

C
−

 
ε = Ι + Β  ε  

 
⋅ ⋅ , 	 (5)

где I – единичный четырехвалентный тензор; 
1

( ) (0 )1
( )

4 S

ok ok
K Ak dS Β =

π ∫ ; A – тензор,

определяющий невырожденное аффинное преобразование трехмерного про-

странства; 
(0 )

( )
ok
K k   – преобразование Фурье-ядра 

(0 )
( )ijkl

ok
K x x′− ; S1  – поверх-

ность единичной сферы в Фурье-пространстве.
Для учета взаимодействия неоднородностей и влияния его на поле дефор-

маций внутри включения воспользуемся комплексным методом самосогласо-
ванного поля [6], который применительно к рассматриваемой задаче, может 
быть сформулирован следующим образом: 1) каждое из включений любой кон-
кретной реализации случайного поля неоднородностей рассматривается как 
изолированное эллипсоидальное включение в матрице; 2) поле деформаций 
( )Eok

ε , в котором находится каждое из включений, складывается из собствен-

ного поля 
( )Cok

ε  как изолированной неоднородности, внешнего поля 
(0 )ok

ε  и

поля наведенного окружающими неоднородностями 
( )Nok

ε . Поскольку необ-

ходимо задаться некоторой аппроксимацией поля 
( )Eok

ε , то будем считать, что
оно постоянно. 

В рамках данного метода получим следующее выражение для подсчета эф-

фективного тензора модулей упругости 
( )efok

C  однокомпонентной фрактальной

среды:

1 1

1
( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) (1 )efok ok ok ok ok ok

C C C C
− −

−   
=< Ι + Β > < Ι + Β  >      

   
⋅ ⋅ ⋅

. 	 (6)
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Перейдем ко второй математической модели, описывающей двухкомпо-
нентную фрактальную среду. Она представляет собой трехмерную сплошную 
среду, деформационные свойства которой определяются в результате матема-
тического моделирования вложенной фрактальной среды, со случайным полем 
эллипсоидальных неоднородностей, разнесенных в пространстве.

Используя работу [5] в рамках метода аналогии, получим следующее уравне-

ние для кусочно-непрерывного поля деформаций 
( )

( )
dk

xε  в двухкомпонентной
фрактальной среде:
( ) ( ) (1 ) ( ) (0 )

( ) ( ) ( ) ( )
dk dk dk dk dk

x K x x C x W x dx′ ′ ′ ′ε + − ε = ε∫ , 	 (7)

где 
(1 ) ( ) ( ) ( )

;
dk el ef el
C C C C= −  – тензор модулей упругости эллипсоидальной неоднород-

ности; 
( )ef
C  – деформационные свойства матрицы; W(x) – характеристическая

функция области V, т.е. 

1
( )

0

при x V
W x

при x V

  ∈
= 

  ∉ ; оператор 
( ) ( ) ( )

;
dk m m
K def G def G  = −  – тензорная функция Грина

матрицы; def  – оператор, соответствующий симметризованному градиенту;
(0 )

( )
dk

xε  – непрерывное внешнее поле деформаций, которое существовало бы

при 
(1 )

0
dk
C =  в матрице при заданных внешних силах.

Из (7) для поля деформаций 
( )dk
ε  внутри эллипсоидальной неоднородности

получим уравнение:

( ) ( ) (1 ) ( ) (0 )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dk dk dk dk dk
W x x K x x C x W x W x dx W x′ ′ ′ ′ε + − ε = ε∫ . 	 (8)

С другой стороны поле деформаций внутри любого включения в рамках 
комплексного метода самосогласованного поля имеет следующий вид:

1( ) ( ) (1 ) ( )dk dk dk Edk
H C

−
 

ε = Ι + ε  
 

⋅ ⋅
, 	 (9)

где 
1

( ) ( ) ( )1
( ) ; ( )

4 S

dk dk dk
H K Ak dS K k =

π ∫   – преобразование Фурье-ядра 
( )

( )ijkl

dk
K x x′− ;

( ) (0 ) ( )Edk dk dk
ε = ε + ε ; 

( ) (0 ) ( )dk dk Ndk
ε = ε + ε

; 
( )Ndk

ε   – поле, наведенное другими неодно-

родностями.
Решая совместно (8) и (9), окончательно для эффективного тензора модулей

упругости двухкомпонентной фрактальной среды 
( )efdk

C  получим:
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( ) 1
( ) ( ) (1 ) (1 )( )

( )

1
( ) 1

(1 ) (1 )(0 ) ( )

( )

ELdk
efdk ef dk dkdk

BVdk

ELdk
dk dkdk dk

BVdk

VC C C H C
V

VI H C H C
V

−

−
−

 
 
 
 

 
  
   

  
 

= + < Ι + ⋅ > ×

 

× − ⋅ < Ι + ⋅ >

, 	 (10)

где 
1

( ) (0 ) ( )1
( )

4 S

dk dk dk
H H K Ak dS = =

π ∫ , при A  = 1; 
( )ELdk

V  и 
( )BVdk

V   – соответственно

объем эллипсоида и объем блока Вороного в двухкомпонентной фрактальной 
среде. 

Перейдем ко второй функциональной задаче – определению полей напря-
жений в геоматериалах различных порядков сложности.

Анализ работы [1] показывает, что в основу разработанных мультифрак-
тальных математический моделей природных мультифракталов различных по-
рядков сложности (геоматериалы являются одними из представителей таких 
объектов) относительно полей напряжений лежит одна из двух математических 
моделей. 

Разработаем первую из них  – математическую модель однокомпонентной 
фрактальной среды относительно полей напряжений. Обобщая работы [2–4], 
а также используя комплексный метод самосогласованного поля [6], получим 
следующее выражение для тензора деформаций внутри неоднородности: 

1( ) ( ) (1 ) ( )ok ok ok Eok
C

−
 

ε = Ι + Β ⋅ ⋅ ε 
 

, 	 (11)

где 
( ) (0 ) ( )Eok ok ok

ε = ε + ε   – эффективное поле деформаций; 
( ) (0 ) ( )ok ok Nok
ε = ε + ε

; 
( )Nok

ε   – 
поле, наведенное другими неоднородностями.

Умножая правую и левую части уравнения (11) на 
( )ok

C  слева, в рамках ком-
плексного метода самосогласованного поля для поля напряжений внутри лю-
бого включения имеем: 

1( ) ( ) ( ) (1 ) ( )ok ok ok ok Eok
C C

−
 

σ = Ι + Β ⋅ ⋅ ε 
 

, 	 (12)

где 
( ) ( ) ( )ok ok ok

Cσ = ε .
Усредним (11) и (12) по ансамблю полей реализаций случайного поля не-

однородностей. В результате получим:
1( ) ( ) (1 ) ( )ok ok ok Eok

C
−

 
< ε > = < Ι + Β ⋅ > ⋅ ε 

  , 	 (13)

1( ) ( ) ( ) (1 ) ( )ok ok ok ok Eok
C C

−
 

< σ > = < Ι + Β ⋅ > ⋅ ε 
  , 	 (14)

где 
( ) ( )Eok Eok

ε = < ε > .
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Разрешим уравнение (13) относительно величины :

1

1
( ) ( ) (1 ) ( )Eok ok ok ok

C
−

− 
ε  = < Ι + Β ⋅ > ⋅ < ε > 

  .	 (15)

Полученное выражение (15) подставим в (14):

1 1

1
( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )ok ok ok ok ok ok ok

C C C
− −

−   
< σ > = < Ι + Β ⋅ > ⋅ < Ι + Β ⋅ > ⋅ < ε >   

    . 	 (16)

Но усредняя деформации, испытываемые отдельными неоднородностями 
по ансамблю полей фрактальных неоднородностей, получим внешнее поле де-
формаций, в  котором находится вся однокомпонентная фрактальная среда 

в целом, т.е. 
( ) (0 )ok ok

< ε > = ε . С учетом этого выражение (16) следует преобразо-
вать к следующему виду: 

1 1

1
( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) (0 )ok ok ok ok ok ok ok

C C C
− −

−   
< σ > = < Ι + Β ⋅ > ⋅ < Ι + Β ⋅ > ⋅ ε   

    . 	 (17)

Разработаем математическую модель двухкомпонентной фрактальной сре-
ды относительно полей напряжений. 

Применяя комплексный метод самосогласованного поля [6] и работу [7] в 
рамках метода аналогии, получим поле деформаций внутри произвольных не-
однородностей, разнесенных в пространстве:

-1 -1( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (0 )1
( - )  ( - )

dk dk dk dk dk dk
H C K x x x x dx

n
   ′ ′ ′ε = Ι + × × Ι + × Φ × ε   
   

∫ , 	 (18)

где 
( )

( )
dk

x x′Φ −  – часть среднего по ансамблю полей неоднородностей, связан-
ная с попаданием точек в разные неоднородности.

Умножая обе части уравнения (18) на тензор модулей упругости неоднород-

ности 
( )dk
C  слева, для напряжения внутри любой неоднородности, окончатель-

но получим:
1 1( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (0 )1

( ) ( )
dk dk dk dk dk dk dk

C H C K x x x x dx
n

− −
   ′ ′ ′σ = Ι + ⋅ ⋅ Ι + − ⋅ Φ − ⋅ ε   
   

∫ , 	 (19)

где 
( ) ( ) ( )dk dk dk

Cσ = ε .
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In this article the theoretical bases and methods of mathematical modeling allowing to define deformation 
properties and a field of tension in geomaterials of various order of structural complexity are developed. The 
received values of an effective tensor of modules of elasticity and tensor of tension are results of functional 
problems of the automated system of scientific researches of physical processes of mining.

Key words: functional task, the automated system, scientific research, multifractal modeling, geomaterial.
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