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Графовое представление явля-
ется наиболее употребительным 

для совокупности взаимосвязанных аль- 
тернатив и применяется достаточно 
часто к задачам выбора проектных ре-
шений в различных областях. Приме-
ром общего подхода, основанного на 
теоретико-графовых моделях, служит 
«Метод анализа иерархий» [1], кото-
рый находит известное применение в 
задачах проектирования горного про-
изводства [2], но не в полной мере учи-
тывает характер его взаимосвязей.

Принципиальной особенностью гор- 
ного производства является сочетание 
в любом проектном варианте задач вы-
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бора оборудования и развития горных 
работ. В случае использования малого 
количества единиц высокопроизводи-
тельного горного оборудования, тако-
го, как роторные экскаваторы на ка-
рьерах, очистные комбайны на шахтах, 
на уровне проектирования возникает 
также динамическая задача «о назна-
чениях», т.е. о распределении такого  
оборудования по отрабатываемым уча- 
сткам месторождения, изменяющемся, 
как правило, при отработке очередно-
го участка.

Что касается укрупненного разбие- 
ния месторождения на участки (кото- 
рые, как для открытых, так и для под-

* Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования науки РФ в рамках базовой
части государственного задания ¹ 2014/113 НИТУ «МИСиС».
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земных работ чаще всего именуют па-
нелями), оно выполняется также на 
альтернативной основе, в связи с вы-
бором направления развития горных 
работ. Одновременно определяется 
система обеспечивающих выработок, 
служащих для вскрытия участков, 
транспортировки извлеченной горной 
массы, а также, при подземных рабо-
тах, для вентиляции и передвижения 
работников.

В рамках укрупненной геометриза-
ции месторождения и выбора принци-
пиального состава оборудования (тех-
нологического комплекса) состояние 
производственной системы на опре-
деленный момент времени характери-
зуется: 1) набором единиц основного 
оборудования и их состоянием (воз- 
растом); 2) набором отработанных и 
отрабатываемых панелей и состоянием 
последних (извлеченным объемом для 
каждой); 3) состоянием обеспечиваю-
щих выработок, т.е. набором функцио- 
нирующих и находящихся в процессе 
строительства выработок и длиной 
пройденных (построенных) участков 
последних.

По отдельности эти компоненты 
состояния используются в известных 
графовых моделях производственных 
процессов. Так, для известной задачи 
об оптимальной замене оборудования 
состояния  – это возраст отдельных 
единиц оборудования [3, с. 30]. Пере-
ход из состояния на начало одного 
календарного периода в состояние на 
конец следующего означает эксплуа-
тацию оборудования и, возможно за-
мену некоторых единиц (допускается 
продажа имеющегося оборудования 
и приобретение взамен не только но-
вого, но, возможно, и бывшего в упо-
треблении). Экономический результат 
оценивается как сумма разницы в сто-
имости приобретаемого и реализуемо-
го оборудования и стоимости эксплу-
атации имеющегося в течение одного 
периода. В то же время стоимость экс-

плуатации машин никак не связывает-
ся с условиями и интенсивностью их 
использования.

Таким образом, в  процессе раз-
работки месторождения ТПИ проис-
ходят следующие принципиальные из-
менения состояния производственной 
системы:

1. приобретение оборудования,
его монтаж и наладка, изменение сте-
пени износа в результате эксплуата-
ции и плановых ремонтов и замена;

2. вскрытие отдельных участков
месторождения, что выражается в соз- 
дании и использовании (возможно, 
с последующей ликвидацией) предназ- 
наченных для этого выработок (транс-
портных, вентиляционных и др.);

3. отработка отдельных участков
(панелей) шахтного или карьерного 
поля, т.е. переход их из состояния не-
тронутого массива в состояние выпол-
нения работ и далее в состояние пога-
шения (для карьеров также, возможно, 
в состояние сначала отсыпаемого, за-
тем отсыпанного участка внутреннего 
отвала); аналогично может быть пред-
ставлено развитие внешних отвалов;

4. в процессе выполнения буро-
взрывных, горно-капитальных добыч-
ных, вскрышных и отвальных (для карье-
ров), проходческих и очистных работ 
(для шахт) изменяется распределение 
парка соответствующего оборудования 
по участкам ведения горных работ.

Переход из одного состояния в сле-
дующее (на начало следующего года 
или периода) определяется, прежде 
всего, интенсивностью работ по участ-
кам и интенсивностью грузопотоков.

Все сказанное, хотя и в более слож-
ном виде, может быть отнесено и к 
случаям комбинированного способа 
разработки, сочетающего открытые и 
подземные работы.

Важно, что нормативными докумен-
тами, в частности, приказом Минпри-
роды РФ [4], в обязательном порядке 
предусматривается отражение в тех-
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нических проектах шахт и карьеров 
календарных планов отработки место-
рождения, которые должны быть при-
вязаны не только ко времени, но и к 
пространству шахтного (карьерного) 
поля. Что касается вопросов о конкрет-
ном составе оборудования и тем более 
о его расстановке в процессе разработ- 
ки, их детальная проработка является 
менее обязательной, а при длительном 
сроке разработке – проблематичной за 
пределами начального периода. Тем не 
менее, их решение является желатель-
ной для повышения обоснованности 
технических решений, т.к. параметры 
системы разработки и производствен-
ная мощность горного предприятия 
тесно связаны с характеристиками ис-
пользуемого оборудования.

Однако в связи с невозможностью 
или чрезмерной трудоемкостью такой 
детальной проработки следует допу-
скать и представление календарной ре-
ализации проекта более укрупненно, 
не только без решения вопроса о кон-
кретной расстановке оборудования, 
но даже рассматривая последнее не 
в виде набора конкретных машин, а в 
виде производственных мощностей по 
отдельным процессам горного произ-
водства. Излагаемый подход допускает 
разные степени детальности описания 
процесса разработки месторождения.

Принципиальные альтернативы, вы- 
ражающиеся в выборе системы раз-
работки и соответствующей ей рас-
кройки шахтного (карьерного) поля с 
системой выработок, обеспечивающих 
вскрытие, нарезные работы (для шахт), 
транспортирование извлеченной гор-
ной массы и проветривание (для шахт), 
могут быть представлены как набор 
или, более детально, как дерево аль-
тернатив (ДА). В последнем представ-
лена взаимосвязь частных альтерна-
тивных проектных решений, а полные 
наборы проектных альтернатив, пред-
ставляющие собой качественно различ-
ные проектные варианты, изобража-

ются в виде концевых вершин. Каждой 
концевой вершине ДА соответствует 
свой граф переходов в пространстве 
состояний, характеризующихся триа-
дами (состояние парка оборудования, 
конфигурация набора отработанных/
находящихся в работе/отработанных 
участков месторождения, конфигура- 
ция набора проведенных/находящих- 
ся в состоянии проведения/погашен-
ных обеспечивающих выработок) или 
четверками (то же, с добавлением рас- 
становки некоторых единиц оборудо-
вания по находящимся в работе вые- 
мочным участкам и строящимся обес- 
печивающим выработкам). Далее такие 
графы называются графами состояний 
и переходов (ГСП).

Принятие и последующая реализа-
ция принципиальных проектных ре-
шений по разработке месторождений  
полезного ископаемого многосторонне 
затрагивает интересы как компании- 
недропользователя, так и государства-
недровладельца, население территории, 
на которой размещается проектируе-
мое горное предприятие, потенциаль-
ных кредиторов, потенциальных потре- 
бителей минерального сырья, транс-
портные компании и проч. Поэтому 
задача принятия проектных решений 
является многокритериальной. В офи-
циальной практике используются три 
критерия – «для государства (бюджет-
ный доход, полнота извлечения балан-
совых запасов твердых полезных ис-
копаемых из недр) и для недропользо-
вателя (интегральный экономический 
эффект проекта)» [5].

Поиск наиболее эффективных тра-
екторий может производиться как по 
отдельности на ГПС, соответствующих 
разным вершинам ДА, так и на объе- 
диненном графе альтернатив и пере-
ходов. Ориентированным графом яв-
ляется как дерево альтернатив, так и 
расширенное ДА результат присоеди-
нения к ДА в ее концевых вершинах 
деревьев переходов для каждой (пу-
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тем отождествления начальной вер-
шины дерева переходов с вершиной 
ДА, которой оно соответствует). Такая 
комбинированная конструкция может 
показаться чрезмерно громоздкой для 
того, чтобы на ней можно было бы ре-
шать какие-либо задачи направленного 
поиска эффективных траекторий. На 
самом деле, деревья переходов (и да- 
же дерево альтернатив) в процессе 
поиска эффективных траекторий со-
вершенно необязательно строить пол-
ностью! В процессе поиска, как по-
казывает опыт решения некоторых за-
дач оптимизации траекторий методом 
ветвей и границ [6], можно ограни-
чиваться постепенным построением 
лишь небольшого фрагмента дерева 
переходов, отбрасывая все остальное 
на основе надлежащих оценок как 
бесперспективное.

Рассмотрим предлагаемую концеп- 
цию на простом примере. Пусть мес- 
торождение разделено на две одина-
ковых полосы, простирающихся в на-
правлении ведения работ, а  каждая 
полоса – на три панели (рис. 1). Будем 
предполагать, что горные работы (ко-
торые можно трактовать как очистные 
или добычные совместно с вскрышны-
ми) ведут две одинаковые выемочно-
погрузочные машины; другое обору-
дование рассматривать не будем. Воз-
можность замены горных машин будут 
рассмотрены ниже. Будем считать, что 
как затраты, так и доходы от отработ-
ки одной панели (в неизменных ценах) 
не зависят от того, отрабатывается ли 
она одной или двумя машинами. Такое 
предположение в русле традиционной 
модели оптимизации конечных границ 
карьера делается в иллюстративных 
целях. В  рамках развиваемого здесь 
подхода оно может быть заменено бо-
лее адекватными зависимостями, отра-
жающими связь ценности выходного 
потока от ценности руды из отдельных 
панелей и пропорций, в которых они 
смешиваются. При сделанных предпо-

ложениях не только доход и прибыль 
от отработки панели фиксирована, 
фиксированы и соответствующие сла-
гаемые выплат в бюджет (налог на 
прибыль и на добычу полезных ис-
копаемых). В силу сказанного каждая 
панель характеризуется двумя числа-
ми  – чистой прибылью предприятия 
и выплатами в бюджет при ее полной 
отработке; эти числа надписаны на 
изображениях панелей на рис. 1.

Будем также считать, что обе ма-
шины могут работать либо в разных 
панелях, либо совместно в одной, но 
в обоих случаях их производитель-
ность одинакова, причем их переход 
из одной панели в другую происходит 
лишь при полной отработке панели. 
В данном примере предполагаем, что 
если работы в одной полосе опережа-
ют работы в другой, то не более, чем 
на одну панель. Из сделанных предпо-
ложений вытекает, что период разра-
ботки делится на этапы, в течение каж-
дого из которых отрабатывается либо 
одна панель (если обе машины работа-
ют в ней), либо две. В силу сказанного 
возможны восемь промежуточных по-
ложений горных работ (ПГР) на конец 
каждого этапа и одно конечное, пока-
занные на рис. 2. Возможные перехо-
ды между ПГР, включая нулевое (на-
чальное), изображены на рис. 3.

В более общих предположениях 
можно считать константами не доход 
от реализации руды, извлеченной из 
панели, а  только количество руды и 
полезного компонента (для определен-

Рис.  1. Разбиение залежи на полосы  
и панели
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ности, металла) в ней. Известные за-
висимости доходов от реализации до-
ходов от добытой руды от ее объема 
и содержания металла в ней должны 
применяться ко всему объему добы-
той руды. Можно допустить наличие 
ограничений на допустимое среднее 
(за этап) содержание металла в руде, 
в  результате чего становятся невоз-
можными некоторые технологически 
допустимые переходы между ПГР (со-
ответствующие наборам извлекаемых 
панелей, а в более общем случае – и 
долей панелей), в результате чего граф 
переходов изменяется. В этом случае и 
для возможных переходов могут иначе 
вычисляться экономические показате-
ли, но и в этом случае затраты, доходы 
и платежи в бюджет от основной де-
ятельности однозначно характеризуют 
каждый переход при фиксированных 
прочих затратах в единицу времени. 
Будем считать, что для оценки эффек-

тивности проекта разработки место-
рождения используются два целевых 
показателя  – дисконтированные чи-
стая прибыль производителя и доход 
бюджета, причем для них установле-
ны, вообще говоря, разные нормы дис-
конта (для бюджета она меньше). Вви-
ду того, что каждое состояние (ПГР) в 
графе перехода имеет определенное 
время начала T0 и окончания T1, при-
быль предприятия и бюджетный доход 
от каждого возможного перехода ум-
ножаются на соответствующие дискон-
тирующие множители для периода [T0, 
T1]. При сделанных предположениях 
задача выбора рационального способа 
реализации проекта разработки мес- 
торождения представляет собой за-
дачу двухкритериальной оптимизации 
траектории перехода от начального 
состояния до конечного на ориентиро-
ванном графе. Наиболее универсаль-
ным подходом к ее решению служит 

Рис. 2. Возможные положения горных работ

Рис. 3. Граф переходов между положениями горных работ
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задача поиска совокупности Парето- 
оптимальных, т.е. недоминируемых 
траекторий. Решения, основанные на 
других подходах, т.е. оптимизации по 
комбинированному критерию (обычно 
аддитивной свертке критериев) или 
методе уступок, отличающиеся бóль- 
шим произволом, могут быть получены 
выбором из множества Парето в соот-
ветствии со значениями своих парамет- 
ров. Отмечая, что орграф переходов 
может выражать не только динамику 
горных работ и динамическую расста-
новку оборудования, но и динамику 
состава оборудования, мы получаем 
основание утверждать, что задача Па-
рето-оптимизации траекторий на ор-
графе (или мультиорграфе) переходов 
действительно представляет собой об- 
щее представление задачи выбора со-
вокупности проектных решений для 
горных предприятий.

Ввиду привязки вершин орграфа 
к моментам времени и необратимо-
сти процессов горного производства 
оказывается, что данный граф не со-
держит контуров (направленных цик- 
лов), что позволяет использовать ме-
тод динамического программирования 
в довольно простой и универсальной 
форме. Методу ветвей и границ в рас-
сматриваемой задаче (потенциально 
более эффективному), может также 
быть дана общая формулировка, одна-
ко его применение требует способов 
оценки вершин (достигнутых состоя-
ний), специфических для конкретной 
решаемой задачи.

Отметим следующий факт, на ко-
тором основано распространение из-
вестных методов на рассматриваемую 
задачу. Пусть оптимальное (макси-
мальное) значение целевого показа-
теля по первому критерию есть J11, 
а соответствующее ему значение вто-
рого целевого показателя  – J12. Для 
оптимизации по второму критерию 
имеем пару значений целевых показа-
телей (J21,  J22). Тогда любая Парето-

оптимальная траектория будет иметь 
значение первого показателя не ниже 
J21, а второго – не ниже J12. В самом 
деле, если для траектории J1 < J21, то 
одновременно, в силу оптимальности 
по второму критерию траектории с 
показателями (J21,  J22), справедливо 
неравенство J2 ≤ J22, что и означает,
что пара (J1, J2) доминируется парой 
(J21,  J22), т.е. не является Парето-оп-
тимальной. Аналогично доказывается, 
что и траектория с J2 < J12 не является 
Парето-оптимальной. Данный факт 
обобщается и на большее количество 
критериев.

Назовем траекторию ∆-субоптималь- 
ными по критерию максимизации по-
казателя J, если его значения для них 
больше J*-∆, где J* – максимальное зна-
чение J. Таким образом, все Парето-
оптимальные траектории находятся 
в пересечении множеств (J11, J21) суб- 
оптимальных траекторий по первому 
критерию и (J22,  J12) субоптимальных 
по второму. Метод решения задач 
определения множества всех ∆-субоп-
тимальных траекторий по критерию 
минимизации аддитивного показателя 
на произвольном связном графе – ана-
лог алгоритма Дейкстры – предложен 
и обоснован в работе автора [7]. На 
основание полученных оценок вычис-
лительной трудоемкости установлено, 
что он отличается значительно более 
высокой эффективностью по отно-
шению к методам Йена и его после-
дователей [8–10] и методу Шира [11]. 
На задачу максимизации аддитивного 
показателя на произвольном связном 
орграфе без контуров метод [7] может 
быть перенесен путем ее представле-
ния в виде задачи минимизации с пре-
образованными весами дуг, вычисляе- 
мыми по простому универсальному 
алгоритму. Решение искомой задачи 
сводится к преобразованию критери-
ев максимизации в критерии мини-
мизации, решению задач построения 
совокупностей ∆-субоптимальных тра-
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екторий по каждому критерию и вы-
полнению операций пересечения и 
сортировки полученных множеств по 
значениям J1 и J2.

Для рассмотренной задачи с кон-
кретными данными по панелям и нор-
мами дисконта 0,1 для предприятия и 
0,04 для бюджета оказалось, что оп-
тимальная последовательность разра-
ботки панелей одинакова по критерию 
максимизации и ЧДД предприятия, 
и дисконтированного бюджетного до-
хода и представляется последователь-
ностью 0–1–3–6–8–9 и значениями 
целевых показателей соответственно 
2757,64 и 397,63 условных единиц. 
Таким образом, данная траектория в 
задаче и является единственной Па-
рето-оптимальной. Такая ситуация не 
может быть признана редкой, т.к. пер-
воочередная добыча более богатых 
блоков увеличивает дисконтированный 
доход как предприятия, так и бюджета, 
а сравнительно короткий период раз-
работки не позволяет в полной мере 
проявиться эффекту различия в нор-
мах дисконта.

Совместное определение динамики 
работ и парка оборудования приводит 
к модификации и усложнению графа 
переходов. Структура графа перехо- 
дов в обычной задаче об оптимальной 
замене оборудования показана на 
рис. 4. Показан граф для случая, ког-
да оборудование сводится к одному 
автомобилю, срок службы которого не 
превышает четырех лет; вершины гра-
фа соответствуют определенному году 
и определенному возрасту автомоби-
ля в начале года (эти числа показаны 
на представляющих вершины прямоу-

гольниках). Видно, что это многодоль-
ный граф. Применительно к включе-
нию в задачу оптимизации выполне-
ния проекта состояния оборудования 
будем иметь:

�� расщепление вершины для опре-
деленного ПГР на несколько, соответ-
ствующих тому же ПГР, но разному со- 
стоянию парка оборудования;

�� превращение каждой дуги в дву-
дольный граф, первая доля которого 
состоит из вершин, на которые рас-
щепляется начальный узел дуги, а вто-
рая  – из вершин, на которые расще-
пляется конечный узел.

Таким же образом могут быть отра-
жена в состояниях и переходах дина-
мика строительства и погашения обес- 
печивающих выработок совместно с 
распределением оборудования на со-
ответствующие работы.

Безусловно, чем полнее рассмотре-
ние процесса реализации проекта, тем 
выше размерность ГСП, что может, 
несмотря на достаточную эффектив-
ность аналогов алгоритма Дейкстры, 
сделать точное решение задачи много-
критериальной оптимизации траекто-
рий вычислительно неэффективным. 
Видятся два способа преодоления дан- 
ного положения, которые могут при-
меняться как по отдельности, так и в 
совокупности:

�� постепенная детализация вари-
антов: сначала рассматривается огра-
ниченный набор частных проектных 
решений, ГСП строится и затем опти-
мизируется в усеченном виде. Затем 
происходит варьирование одной или 
нескольких полученных траекторий, 
т.е. построения вариантных ГСП во-

Рис. 4. Граф переходов в задаче о замене оборудования
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круг построенных траекторий, на ос-
нове рассмотрения близких альтерна-
тив для принятых и соответствующих 
каждой траектории частных проект-
ных решений, и  оптимизации траек-
торий на вариантных ГСП;

�� использование метода ветвей и 
границ (МВГ) одновременно для по-
степенного построения ГСП, причем 
не полностью, а только перспективных 
фрагментов, и построения Парето-оп-
тимальных траекторий на нем. В силу 
свойств МВГ первые же полученные 
траектории, если и не будут оптималь-
ными, в большинстве случаев окажут-
ся близкими к ним, что показывает 
обширная практика его применения 
к решению задач различной природы. 
Следует подчеркнуть, что фрагменты 
ГСП должны порождаться, как прави-
ло, программным способом.

На основе сказанного можно сде-
лать следующие выводы. Предлагае-

мый подход охватывает различные ви- 
ды горных предприятий и позволяет 
объединить в одной модели многопа-
раметрические варианты реализации 
проекта разработки месторождения 
твердых полезных ископаемых. Опи-
саны элементы таких моделей, позво-
ляющие представить динамику гор-
ных работ, состава и состояния парка 
оборудования и его распределение в 
динамике по участкам ведения гор-
ных обеспечивающих работ. Описаны 
возможности применения известных 
методов для решения задач оптимиза-
ции траекторий на графе состояний 
и переходов технологической систе-
мы горного предприятия. Отмечается 
необходимость учета специфики ис-
пользуемых моделей для эффектив-
ной реализации описанных методов 
и необходимость разработки проце-
дур автоматизированного построения 
ГСП.
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The paper treats the problem of formalization of the decision-making model for selecting project options 
for development of solid minerals deposits. Multi-criteria nature of the decision stems from the need to bal-
ance the interests of a company – the subsoil users (represented by the integral economic effect of the project) 
and the state – the subsoil owner (expressed by the budget income and completeness of extraction of balance 
reserves of solid minerals from the subsoil). The developed approach is based on common features of the 
mining industry and its design, consisting in the binding of the majority of design decisions to the time and at 
the same time to the space, the specific character of the dynamics of the production process, including the 
dynamics of mining and providing works and equipment assignment to sites, the irreversibility of the changes 
of the entire natural-technological system state. To represent the relationships between qualitatively different 
alternatives of design decisions (including mining system, technological zoning of mine field and the opening 
scheme), the form of the tree of alternatives is proposed, end vertices whereof corresponding to fully defined 
project alternatives. To represent the implementation of alternatives in time and space the form of contour-
less oriented graph of states and transitions (GST) is introduced. The ways to represent mining operations 
dynamics, equipment fleet composition and its assignment to the areas of mining and providing jobs in the 
form of GST are proposed. The choice of the project variant is represented in the form of the problem of 
multi-objective optimization trajectory on GST. It is substantiated that the problem of Pareto-optimization of 
trajectories may be reduced to the problem of finding the entire set of suboptimal trajectories on GST which 
may be solved either by modified Dijkstra’s method or the branch and bound method.

Key words and phrases: design of mining enterprises, solid minerals, the order of development of the de-
posit, distribution of equipment on sites, multicriteria optimization, Pareto set, tree of alternatives, transition 
graph, sub-optimal routing on a network.
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