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При метрологической аттестации определяют реальные значения метро-
логических характеристик (МХ) конкретного, аттестуемого экземпляра 

средств измерений (СИ), и получать эти метрологические характеристики стре-
мятся в реальных условиях эксплуатации СИ или, по крайней мере, максималь-
но к ним приближенным.

Так, при получении реальной статистической характеристики преобразова-
ния (например, градуированной характеристики) реальные условия эксплуата-
ции СИ как раз и характеризуется наличием погрешностей измерений как на 
входе, так и на выходе аттестуемого СИ.

Предположение об измерении одной из величин с пренебрежимо малыми 
погрешностями сильно идеализирует реальную ситуацию, особенно при отсут-
ствии соответствующих образцовых средств. Кроме того, во многих случаях 
в процессе аттестации приходится определять зависимости метрологических 
характеристик от влияющих факторов. Эти зависимости определяются по ре-
зультатам совместных измерений и использованием метода наименьших ква-
дратов (МНК). Однако применение этого метода для получения достоверных и 
эффективных оценок зависимостей требует выполнения следующих условий:

�� одна из переменных (например, аргумент) измеряется с пренебрежимо ма-
лыми погрешностями, т.е. погрешность измерения второй переменной (функции) 
имеет нормальное распределение с математическим ожиданием равным нулю;

�� результаты измерений статически независимы.
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При проведении метрологической аттестации образцовых средств измерений (СИ) 
нельзя пренебречь погрешностью образцовых СИ, поскольку она сравнима с по-
грешностью аттестуемых СИ. Этот факт вызывает появление значительного смеще-
ния (систематической погрешности) у оценок традиционного метода наименьших 
квадратов. На примере линейной и параболической аппроксимирующих регрес-
сионных зависимостей получены аналитические выражения для количественных 
оценок смещений у оценок традиционного метода наименьших квадратов для пара-
метров этих регрессионных зависимостей как функций допустимых случайных по-
грешностей измерений входной переменной (входного сигнала). Введены заранее 
задаваемые верхние границы величин смещений у параметров линейной и парабо-
лической восстанавливаемых функциональных регрессионных зависимостей.
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При аттестации прецизионной аппаратуры с помощью каких-либо образцо-
вых средств измерений, пренебречь погрешностью образцовых СИ невозмож-
но, так как она соизмерима с погрешностью аттестуемых СИ, т.е. [ ] [ ]x x∆ ∼ . 
Тем самым нарушается первая из предпосылок успешной применимости МНК, 
что неизбежно приведет к появлению систематических погрешностей у оценок 
МНК, т.е. к заметной смещенности его оценок. 

Рассмотрим линейную модель 0 1y a a x= +  

 где у и х – полученные экспери-
ментальные данные; 0 1,a a

 

 – МНК оценки истинных параметров модели a0a1,
и получим аналитические зависимости между величинами ∆х и 0 1,a aδ δ 

, где 0aδ

и 1aδ  обозначены смещения оценок, т.е. 0 0 0 1 1 1 ,a Ma a a Ma aδ = − δ = −   

. Пусть
истинное значение хi будет ξi, т.е. i i ix x= ξ + ∆ , где хi – измеренное значение
независимой переменной, фактически получаемое экспериментатором в i-й 
точке (хотя он полагает, что получает хi = ξi).

Следует подчеркнуть, что экспериментатор ошибочно полагает { }i iM x = ξ , 
тогда как на самом деле { }i iM x ≠ ξ , т.е. { } 0iM x∆ ≠ , где { }iM x  означает опе-
рацию взятия математического ожидания величины хi.

Так как 
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или используя для компактности обозначения сумм Гаусса 
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и т.д. получаем
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0 / .a y x xy x N x x   = − −   


(1)

Подставив в (1) i i ix x= ξ − ∆ , придем к выражению

2 2
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

. (2)

Но (1) можно представить в виде 0 0 0Ha a a= + δ 

,

где [ ] [ ][ ]{ } [ ]{ }22 2
0 /Ha y y N   = ξ − ξ ξ ξ − ξ    –

несмещенная часть оценки параметра a0, которая получается при условии 
∆х = 0, т.е. совпадения измеренного значения с истинным.

Если в (2) заменить все ∆хi на   (0 1)i ix ≤∆ = α ≤αξ , то придем к

2 2

0 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

[ ][ ] 2[ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]
[ ] 2 [ ] [ ] [ ] 2 [ ] [ ]

([ ][ ] [ ][ ])(1 ) [ ][ ] [ ][ ]
,

( [ ] [ ] )(1 ) [ ] [ ]

y y x y x y y x y x y x x
a

N N N

y y y y
N N

ξ + ∆ ξ + ∆ − ξ ξ − ξ ∆ − ∆ ξ − ∆ ∆
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ξ − ξ + α ξ − ξ



т.е. 0 0Ha a=

 и, следовательно, 0 0aδ =

, смещение 0a


 отсутствует. Этот резуль-
тат понятен на интуитивном уровне, так как a0 – параметр сдвига – равняется 
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координате прямой линии регрессии при х = 0, т.е. a0 = y(0), и аргумент х, если 
можно так сказать, не присутствует в этой точке ( (0) 0 0x∆ = α = ).

Рассмотрим МНК оценку для a1

1 2 2

[ ] [ ][ ]
[ ] [ ]

N xy y x
a

N x x
−

=
−



(3)

Проделав аналогичные математические операции для этой оценки, получим

1 12 2 2

( [ ] [ ][ ])(1 ) 1
1( [ ] [ ] )(1 ) H

N y y
a a

N
ξ − ξ + α

= =
+ αξ − ξ + α



(4)

т.е. 

( )1 1 1 1( ) / 1a M a a a δ = − = α + α 
 

. (5)

Видно, что МНК оценка для a1 из (3) , является смещенной, и смещение мо-
жет быть равно ( )/ 1α + α .

Теперь можно ответить на вопрос, при каких погрешностях аргумента мож-
но использовать обычный МНК и пренебречь смещением у 1a



, а  при каких
погрешностях х смещение будет велико, и необходимо изменить алгоритм об-
работки или компенсировать смещение с помощью (5)?

Выражая величину 1aδ  в долях a1, полагая 1 1, 0 1ka kaδ = ≤ ≤

 и требуя, что-
бы смещение не превосходило некоторого 0 1 0( 0,00   0,1 .; )..5 ;k a k = , из (5) полу-
чаем неравенство, связывающее предельно допустимое смещение коэффици-
ента 1a



 с предельно допустимой погрешностью измерения 

1 0 1 0( / (1 )) / (1 )x a k a kα + α ≤ ⇒ α + α ≤ .

Решив, получим

0 0/ (1 )k kα ≤ + (6)

Если эксперимент допускает 1 10,  ( %01 1 )a a aδ =δ ≤ , то, как нетрудно полу-
чить из (6), α ≤ 0,011. Таким образом, если требования к эксперименту допу-
скают систематическую погрешность, обусловленную смещением a1 до 1%, то 
МНК можно применять лишь при условии: 0,011i ix∆ ≤ ξ , или 1,1%ix∆ ≤ .

Рассмотрим далее полиномиальную регрессию второго порядка 
2

0 1 2y a a x a x= + +   

.

Оценки МНК для параметров этой модели будут
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N x x
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=
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



; (8)

2
1 2

0

[ ] [ ] [ ]y a x a x
a

N

− −
=

 

 ; (9)

Подставив в (7) , i i i i ix x x= ξ + ∆ ∆ = αξ , получим
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[ ] [ ]22 2 2 2 2 2 2 3 4

2 2 4 4 2 3 2 3 2 2 3
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

( )2 2

1

1
Ha=

+ α (10)

2 2
2 2[ ] ( 2 ) / (1 )Ha aδ = α + α + α

, 

где значение a2H ясно из (10).

Аналогично, подставив в (8) i ix∆ = αξ  и i i ix x= ξ + ∆  и положив
3 2

2
1 2 2
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получим
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Так же находим оценку 0a


. Введем предварительно
2

0 1 2{[ ] [ ] [ ]} /H H Ha y a a N= − ξ − ξ , (13)

т.е. 0 0  ( )H xa a= ≡ ξ

, и получим, учтя (10), (12):
1 2 2 2 2

1 2 1 2
0 0

[ ] (1 ) (1 )[ ] (1 ) (1 ) [ ] [ ] [ ] [ ]H H H H
H

y a a y a a
a a

N N

− −− + α + α ξ − + α + α ξ − ξ − ξ
= = =

	 (14)
т.е. 0 0Ha a=

 и 0a


 оценка несмещенная, как и для линейной модели. Оценки
1 2 ,a a
 

 смещены

1 1 / (1 )HMa a= + α

; (15)
2

2 2 / (1 )HMa a= + α

, (16)
где 1 2 ,H Ha a  (10), (11).

На основании (15) и (16) приходим к следующим неравенствам:

( )

2

1 1 2 22
 

2
0 ;0

1 1
a a

α α + α
≤ δα ≤ ≤ δα ≤

+ α + α
.

Аналогично, как и ранее, требуется, чтобы смещение оценок 1a


 и 2a


 не
превосходило соответствующих величин k0a1 и k0a2, получим неравенства, свя-
зывающие предельно допустимые смещения коэффициентов 1a



 и 2a


 с допу-
стимыми погрешностями измерения аргумента х:

0 0 0

1 02 2
0

2 0

/ (1 ) ( 1);

1 1 / (1 )
( 2 ) / (1 ) .

1 1 / (1 )

k k k

k
k

k

α + α ≤ ⇒ α ≤ −

α ≤ − − −α + α + α ≤ ⇒ 
α ≤ − + −

(17)
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СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

В качестве α, характеризующего предельно допустимую погрешность изме-
рения х, следует, естественно, выбрать второй, наибольший корень.

Таким образом, в  каждом случае, прежде чем воспользоваться МНК для 
обработки данных, необходимо определять требуемую точность получаемой 
модели (оценивать систематический эффект неадекватности) и, используя не-
равенства (6), (17), рассчитывать допустимые погрешности измерения незави-
симой переменной.

Используя предложенную методику, можно обобщать полученные результа-
ты на любой вид аппроксимирующей модели, коэффициенты которой можно 
определять с помощью МНК.

Однако следует отметить, что если попытаться обобщить полученные в 
статье результаты на стандартную модель многофакторной регрессии, то мы 
неизбежно столкнемся с серьезными вычислительными трудностями, и объем 
вычислений быстро возрастает по мере увеличения числа факторов много-
факторной регрессии Y Xa y= + ∆



, где X – матрица плана эксперимента, ∆y – 
суммарные погрешности измерения величины y, a



 – вектор параметров (см. 
формулы (2) и (3)).

При использовании в расчетах величин 0 1,a a
 

 компонент вектора параме-
тров, даваемых (2) и (3),легко видеть, что число простейших арифметических 
операций (сложение, вычитание, деление) может возрасти в десятки раз при 
неоднократно встречающихся в этом случае операциях с матрицами (умноже-
ние, нахождение обратных матриц и т.д.). Мы не приводим здесь в силу его 
громоздкости аналитического выражения для смещения у вектора a



 много-
факторной регрессии [1], содержащего двойные и тройные произведения ма-
триц X и матриц погрешностей ∆y, но легко видеть, что получение точности 
результатов даже порядка нескольких процентов (см. (6), (7), (15–17)) приводит 
к катастрофической потере требуемой точности (1–5%) уже при перемноже-
нии и вычислении обратных матриц с матрицами третьего порядка и выше.

В этом случае, там, где это возможно, использовать результаты нашей ста-
тьи, касающиеся линейной и параболической однофакторных регрессий (см. 
[1], [2]).
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УМНАЯ КНИГА – ПРЕДМЕТ ПЕРВОЙ НЕОБХОДИМОСТИ 

Я ТЕБЕ НЕ ВЕРЮ (продолжение)

Приведу типичный диалог между инвестором и квалифицированным издателем:
Инвестор: «Что-то дорогая книга получилась, я  этого не ожидал. Наверное, прибыль 

огромная».
Издатель: «Прибыли от твоей книги вообще нет. Пока. Наоборот, нам пришлось вложить 

в нее свои немалые средства. Ты же видел финансовый отчет, там указаны расходы, вплоть 
до самых незначительных».

Инвестор: «Буду я еще разбираться в ваших бумагах. Там сам черт ногу сломит. К тому 
же бумага все стерпит».

Издатель: «Сложного в отчете ничего нет. Да мы с тобой в начале проекта, до подписа-
ния договора, все это уже обговорили. Можно было оценить расходы и доходы от продаж 
заранее. Что же ты раньше молчал?»

Инвестор: «Вначале надо было мне все объяснить популярно, мне ваши издательские 
хитрости непонятны».

Издатель: «Подожди! Перед каждой технологической операцией я тебя спрашивал, нуж-
на ли она? Называл ее стоимость, трудоемкость и квалификацию исполнителя. Ты соглашал-
ся, а теперь капризничаешь».

Продолжение на с. 388 


