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Современные подходы к аналитическому исследованию гидродинамики
гетерогенных систем реализуются в построении адекватных и гибких 

математических моделей и основываются на двух различных областях знаний 
[5]. С одной стороны, это эмпирические данные, полученные в экспериментах 
с физическими моделями, с другой стороны, это современная вычислительная 
гидродинамика. Тенденция объединения этих областей формируется с разви-
тием вычислительных ресурсов, становящихся все более мощными, произво-
дительными, дешевыми и доступными.

Созданию математической модели предшествует формализация объекта мо-
делирования и выработка ряда аксиоматичных допущений о его свойствах в 
целом и о свойствах его отдельных компонентов [6].

Такими допущениями для гетерогенных систем являются [7]:
1. Размеры включений или неоднородностей в смеси во много раз больше

молекулярно-кинетических (расстояний между молекулами, размеров кристал-
лической решетки, средних длин свободного пробега молекул).
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лять интегральные значения свойств компонентов твердой фазы питания флотации, 
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2. Размеры указанных неоднородностей во много раз меньше расстояний,
на которых осредненные или макроскопические параметры смеси или фаз ме-
няются существенно.

В работе [8], посвященной многофазной гидродинамике, предложено опи-
сание гетерогенной среды как многофазного многоскоростного континуума 
(ММК), который представляет собой совокупность N континуумов, каждый из 
которых относится к своей фазе и заполняет один и тот же объем, занятый 
средой. Для каждой из фаз континуумов в каждой точке определяются плот-
ность, скорость и другие параметры, относящиеся к своему континууму и своей 
фазе. Такой подход позволяет в каждой точке среды, в каждый момент време-
ни определять значения величин концентраций и скоростей как магистральной 
(несущей, первичной) фазы, так и всех вторичных фаз.

Для многофазных систем понятие фазы более широко, чем отождествление 
ее с одним из агрегатных состояний вещества – газообразным, жидким или твер-
дым. В общем случае, количество фаз неограниченно. Каждая из них должна 
отвечать определенным отличительным признакам. Очевидно, что этими при-
знаками должны являться свойства различной природы, которые ответственны 
за характер взаимодействия данной фазы с другими фазами, с потоком в целом 
и с внешними воздействиями на поток [9].

Твердая фаза питания флотации представлена совокупностью минеральных 
и полиминеральных частиц, обладающих различными физическими и физико-
химическими свойствами, значения величин которых имеют непрерывное рас-
пределение. Проведение вычислительного эксперимента над моделью ГСПФ 
требует определения конечного числа твердых дисперсных (вторичных) фаз с 
конечными значениями величин свойств частиц их составляющих. Кроме того, 
возможности постановки вычислительного эксперимента ограничены возмож-
ностями исполнительного устройства – компьютера, а точность расчета, опре-
деляющая успешную верификацию его результатов, зависит, в  том числе, от 
количества вторичных фаз таким образом, что она повышается с увеличением 
их числа. Рост числа вторичных фаз приводит к резкому увеличению объема 
машинного кода задачи, объема баз данных вычислительного эксперимента и 
реального времени расчета.

В потоке флотационной пульпы можно выделить фазы, состоящие из твер-
дых частиц принадлежащих разным классам крупности; отличающиеся степе-
нью раскрытия полезного минерала; проявляющие избирательную интенсив-
ность адсорбции к используемым реагентам и т.д. Таким образом, в его состав 
входят фазы, состоящие из частиц, принадлежащих к различным УСФ [10].

Вне зависимости от того является ли моделируемый процесс процессом, где 
вещество переходит из одной фазы в другую или нет, вычислительный экспери-
мент основывается на однозначном определении начальных и граничных усло-
вий. И, если граничные условия любого сепарационного процесса – это геоме-
трия и механика сепарационной машины, внешние энергетические воздействия 
(например – электромагнитное поле, теплопередача и т.д.), массовый баланс, 
то начальные условия это, в первую очередь, физические и физико-химические 
свойства УСФ, участвующих в процессе.

Предлагаемый метод инициализации УСФ основывается на результатах гра-
нулометрического и минералогического анализов, а также анализа степени рас-
крытия полезного минерала пробы твердой фазы питания моделируемого про-
цесса флотации (проба) и позволяет определить интегральные значения величин 
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физических и физико-химических свойств, присущих каждой из них. К таким 
свойствам относятся: крупность частиц, удельный вес вещества, содержание 
полезного и иных (в зависимости от целей вычислительного эксперимента) ком-
понентов, оценка поверхностной энергии частиц, представленных как чистым 
минералом, так и его сростковыми формами.

Гранулометрический состав пробы представлен набором классов крупности 
частиц:
g1[-d1 + d2],  g2[-d2 + d3],… , gn–1[-dn–1 + dn],  gn[-dn].

Каждый класс крупности в пробе характеризуется своим выходом:
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Минеральный состав пробы представлен набором минералов, распределен-
ных в классах крупности. Этот набор упорядочен таким образом, что на первом 
месте в списке минералов находится минерал, представляющий наибольший 
исследовательский и (или) промышленный интерес:

m1, m2,… , mm–1, mm.

Распределение минералов в классах крупности учитывается весовым содер-
жанием:
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Фазовый состав пробы (в данном контексте – состав сростковых форм) пред-
полагает, что все частицы, входящие в пробу, в той или иной мере содержат 
включения минерала m1. В общем случае, удобно рассматривать все частицы 
пробы, как частицы, состоящие из минерала m1, но с различными по величине 
весового содержания (x) включениями сростков:

x1 [0; δ1] – частицы чистого минерала m1

x2 [δ1; δ2],
– – – – – – – – – –
xk–1 [δk–2; δk–1],

xk [δk–1; 1] – частицы со следами минерала m1.
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Общую форму результатов гранулометрического, минералогического и фа-
зового анализов пробы можно представить в виде табл. 1.

Общая форма результатов гранулометрического, минералогического и фа-
зового анализов пробы позволяет определить значение ее плотностью. Данная 
величина не используется при постановке вычислительного эксперимента, но 
позволяет осуществлять в рамках выполнения метода контроль над всеми его 
этапами. Очевидно, что переход от совокупности минеральных и полимине-
ральных частиц, обладающих различными свойствами, значения величин кото-
рых имеют непрерывное распределение, к УСФ с набором интегральных зна-
чений параметров, присущих каждой из них, не должен повлиять на изменение 
величины плотности пробы.

Для определения значения плотности пробы необходимо знать значения 
величин плотностей минералов ρmj, входящих в ее минеральный состав.

Формула для расчета плотности пробы имеет вид:
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Поскольку на последующих этапах выполнения метода, промежуточные ре-
зультаты сводятся к виду, представленному в табл. 1, расчет плотности пробы 
по приведенной формуле (1) на каждом из этапов должен давать одинаковый 
результат.

Процесс флотации направлен на повышение содержания того или иного 
минерала, содержащего полезный компонент, в концентрате. Полезным ком-
понентом, таким образом, является не сам минерал, извлекаемый в концентрат, 
а один из составляющих его компонентов, как правило, – оксид. В случае апати-
тового концентрата, например, таковым является пятиокись фосфора, в случае 
нефелинового концентрата оксид алюминия – Al2O3 и т.д.

Таблица 1.
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Расчет весового содержания полезного компонента в отдельных минералах 
и в питании флотации в целом основан на том, что каждый минерал можно 
представить как набор оксидов. Например, для эгирина такой набор имеет вид:

2NaFe[Si2O6] = Na2O + Fe2O3 + 4SiO2,
для сфена: 

CaTi[SiO4]O = CaO + TiO2 + SiO2,
для лампрофиллита:

2(Sr2Na3Ti3[Si2O7]2O3(OH)) = 4SrO + 3Na2O + 6TiO2 + 8SiO2 + H2O
и т.д.

Для реализации метода введем следующие обозначения:
�� aj – первый коэффициент, используемый в разложении химической фор-

мулы j-го минерала на оксиды. Например, для эгирина a = 2, для сфена a = 1, 
для лампрофиллита a = 2, и т.д.

�� bξ(1 ≤ ξ ≤ Ξ) – вторые коэффициенты, показывающие сколько «молекул»
того или иного оксида участвует в разложении химической формулы минерала. 
Рассмотрим для примера химическую формулу нефелина и соответствующий 
ей набор оксидов:

2KNa3[AlSiO4]4 = 3Na2O + 4Al2O3 + 8SiO2 + K2O.

В примере a = 2; b1 = 3; b2 = 4; b3 = 8; b4 = 1. 
�� Ξ – полное количество различных оксидов, входящих в различных мине-

ралах в пробу.
�� μξ – молекулярная масса ξ-го оксида.
�� Μj – молекулярная масса j-го минерала.

Тогда весовое содержание ξ-го оксида в j-ом минерале можно рассчитать 
по формуле:
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Используя формулу (2), расчет весового содержания оксида в питании фло-
тации в целом можно осуществить по формуле:
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Очевидно, что УСФ можно сформировать, группируя ближайшие столбцы 
и строки табл.  1. Тогда соответственно УСФ будут размещены в более ши-
рокие классы крупности и обобщенные сростковые формы. Алгоритм такого 
преобразования для сведения табл. 1 к размеру, например, 3×3 можно пред-
ставить следующим образом:

�� Объединим набор классов крупности в три группы. Тогда
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�� Сгруппируем все частицы, составляющие твердое пробы, как частицы, со-
стоящие из минерала m1, но с различными по величине весового содержания (x*) 
включениями сростков таким образом, что:

* *
1 10; x  δ   – частицы чистого минерала m1,
* * *
2 1 2; x  δ δ   – частицы сростковых форм минерала m1,
* *
3 2;1 x  δ   – частицы со следами минерала m1.

Очевидно, что
* *
1 1 2 1,     k−δ = δ δ = δ .

На данном этапе можно выделить первые три УСФ, состоящие из частиц 
чистого минерала m1:
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β , плотность ρm1, весовое содержание ξ-го оксида 1

ξβ , 
размер частиц:

2

* 1
3 *

12

n
i i i

i n

d d
d +

= −∆

 + γ
= ⋅ 

γ 
∑

.

Для *
3d  отметим, что dn+1 = 0. Далее:

�� Определим среднее значение диапазона * *
1 2;  δ δ  :

* *
* 1 2
1/2 2

δ + δ
δ =

.
�� Для каждой группы крупности рассчитаем усредненную величину вхож-

дения сростковой фазы в m1:
** *
31 2

* * *** *
1 2 1 2 1 231 2

* * *
1 2 1 2 1 2

* * *
1/2 1/2 1/2

* * *
1/2 1/2 1/2

 ;  ;
1 1 1

gg g

m x m x m xg fg f g f

m x m x m x

β ⋅ δ β ⋅ δ β ⋅ δ
β = β = β =

− δ − δ − δ .
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�� Для каждой группы крупности рассчитаем полную величину содержания 
минералов сростковой фазы:

** *
31 2

2 2 2

;    ;   
j j j

mm m
gg g

m m m
j j j= = =

β β β∑∑ ∑
.

�� Для каждой группы крупности и каждого минерала сростковой фазы рас-
считаем величину его содержания в ней:

* * * *

* * *
2 2 1 2

2

/i i i i

jj j

m
g f g g f g

mm x m x m x
j=

β = β ⋅ β β∑
.

�� Для каждой группы крупности рассчитаем величину плотности сростко-
вой фазы:

* *

* *
1 2 2

**

**
21 2

1

2

2

2

i i

j

ii

j

j

mg g f

m x m xj

i g fg
m m xm x

j
m m

=

=

β + β
ρ =

ββ
+

ρ ρ

∑

∑

�� Для каждой группы крупности рассчитаем величину содержания ξ-го ок-
сида в сростковой фазе: 

* *

* *
1 2 2

* *

* *
1 2 2

1

22

2

i i

j

i i

j

mg g f j

m x m xji
mg g f

m x m xj

ξ ξ=
ξ

=

β ⋅ β + β ⋅ β
β =

β + β

∑
∑

На данном этапе можно выделить вторые три УСФ, состоящие из частиц 
сростковых форм минерала m1:

NSF4: Группа крупности *
1g , выход группы крупности 

*
1γ , содержание в груп-

пе крупности

* *
1 1

* *
1 2 2

21
2

j

m
g g f

m x m x
j=

β = β + β∑
,

плотность ρ21, весовое содержание ξ-го оксида 21
ξβ , размер частиц, входящих 

во фракцию *
1d .

NSF5: Группа крупности 
*
2g , выход группы крупности *

2γ , содержание в 
группе крупности

* *
2 2

* *
1 2 2

22
2

j

m
g g f

m x m x
j=

β = β + β∑ ,

плотность ρ22, весовое содержание ξ-го оксида 22
ξβ , размер частиц, входящих 

во фракцию *
2d .

NSF6: Группа крупности *
3g , выход группы крупности *

3γ , содержание в 
группе крупности

* *
3 3

* *
1 2 2

23
2

j

m
g g f

m x m x
j=

β = β + β∑
,

плотность ρ23, весовое содержание ξ-го оксида 23
ξβ , размер частиц, входящих 

во фракцию *
3d .

�� Для каждой группы крупности и каждого минерала фазы, состоящей из 
частиц со следами минерала m1, рассчитаем величину его содержания в ней:
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* * *

* *
3 2

i i i

jj j

g f g g f
mm x m x

β = β − β .

�� Для каждой группы крупности рассчитаем величину плотности фазы, со-
стоящей из частиц со следами минерала m1:

* *

* *
1 3 3

**

**
31 3

1

2

3

2

i i

j

ii

j

j

mg g f

m x m xj

i g fg
m m xm x

j
m m

=

=

β + β
ρ =

ββ
+

ρ ρ

∑

∑

�� Для каждой группы крупности рассчитаем величину содержания ξ-го ок-
сида в фазе, состоящей из частиц со следами минерала m1: 

* *

* *
1 3 3

* *

* *
1 3 3

1

23

2

i i

j

i i

j

mg g f j

m x m xji
mg g f

m x m xj

ξ ξ=
ξ

=

β ⋅ β + β ⋅ β
β =

β + β

∑
∑

На данном этапе можно выделить оставшиеся три УСФ, состоящие из ча-
стиц со следами минерала m1:

NSF7: Группа крупности *
1g , выход группы крупности *

1γ , содержание в
группе крупности

* *
1 1

* *
1 3 3

31
2

j

m
g g f

m x m x
j=

β = β + β∑
,

плотность ρ31, весовое содержание ξ-го оксида 31
ξβ , размер частиц, входящих 

во фракцию *
1d .

NSF8: Группа крупности *
2g , выход группы крупности *

2γ , содержание в 
группе крупности

* *
2 2

* *
1 3 3

32
2

j

m
g g f

m x m x
j=

β = β + β∑
,

плотность ρ32, весовое содержание ξ-го оксида 32
ξβ , размер частиц, входящих 

во фракцию *
2d .

NSF9: Группа крупности *
3g , выход группы крупности *

3γ , содержание в 
группе крупности

* *
3 3

* *
1 3 3

33
2

j

m
g g f

m x m x
j=

β = β + β∑
,

плотность ρ33, весовое содержание ξ-го оксида 33
ξβ , размер частиц, входящих 

во фракцию *
3d .

Введем обозначения для содержания фракций в группах крупности:
** *
31 2

* * *
1 1 1 1 1 1

11 12 13,      ,      gg g

m x m x m x
β = β β = β β = β .
Также: ρm1 = ρ11 = ρ12 = ρ13.

Результат преобразования целесообразно привести к виду табл. 1 (табл. 2) 
и выполнить проверку по параметру плотности пробы, используя формулу (6):

1*3 3

1 1

ji i
solid

j i ji

−

= =

 β ⋅ γ
ρ =   ρ 

∑∑ . (6)
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Поверхностная энергия частиц УСФ определяется из количественной оцен-
ки поверхностной энергии минеральных зерен по установленной связи между 
ее величиной и значениями энергии ионного взаимодействия в кристалличе-
ской решетке минерала. Такой подход основывается на геоэнергетической те-
ории А.Е. Ферсмана [11] и работе В.В. Зуева и др. [12], посвященной кристал-
лоэнергетике и оценке свойств твердых материалов.

Геоэнергетическая теория А.Е. Ферсмана рассматривает энергию ионного 
взаимодействия в кристаллической решетке минерала, исходя из представле-
ний о полном потенциале ионизации (энергетической константе, эк), присущем 
каждому входящему в решетку аниону или катиону.

Энергетические константы ионов, входящих в структуры кристаллических 
решеток минералов, содержащихся в частицах УСФ, могут быть определены 
с использованием данных о значениях энергетических констант ионов, при-
веденных в [13], и получены на основе методики расчета, приведенной в [14].

Формула, предложенная А.Е. Ферсманом, имеет вид:

1

1071,5
n

v i i
i

U ýê j
=

ρ
= ⋅

µ ∑ , кДж/см3, (7)

где: Uv – объемная энергия ионного взаимодействия в кристаллической решет-
ке минерала; 1071,5 – поправка на вклад ионов в энергию решетки минерала; 
ρ – плотность минерала, г/см3; μ – молярная масса минерала, г/моль; n – коли-
чество сортов ионов, входящих в решетку; экi – энергетическая константа иона 
i-го сорта; ji – количество ионов i-го сорта. 

В свою очередь исследования, проведенные в работе [12], показывают, что 
большинство физико-химических свойств минералов может быть количествен-
но описано с позиций удельных значений энергии ионного взаимодействия 
в кристаллической решетке, и  позволяют проводить расчеты поверхностной 
энергии минералов по линейной эмпирической зависимости

Es = 0,0025 ∙ Uv + 0,3052, Дж/м2  (8)

с достоверностью аппроксимации R2 = 0,8919. 

Таблица 2

Содержание УСФ в пробе

g1
* g2

* g3
* Итого

γ1
* γ2

* γ3
*

* *
1 10; x  δ  β11 β12 β13 ( )

3
*

1
1

i i
i=

β ⋅ γ∑

* * *
2 1 2; x  δ δ  β21 β22 β23 ( )

3
*

2
1

i i
i=

β ⋅ γ∑

* *
3 2;1 x  δ  β31 β32 β33 ( )

3
*

3
1

i i
i=

β ⋅ γ∑

Итого: 1
1

1
m

j
j=

β =∑ 2
1

1
m

j
j=

β =∑ 3
1

1
m

j
j=

β =∑ ( )
3 3

*

1 1

1ji i
j i= =

β ⋅ γ =∑∑
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Таким образом, использование предложенного метода инициализации УСФ 
при проведении вычислительного эксперимента над моделью ГСПФ позволяет 
формулировать условия однозначности с учетом физических и физико-хими-
ческих свойств компонентов твердой фазы питания флотации. Важным пре-
имуществом метода является возможность учета процессов, происходящих на 
границах раздела фаз, для всех УСФ, обладающих различными инертными и 
поверхностными свойствами. Верификация результатов вычислительных экс-
периментов, проведенных с использованием данного метода, показала высо-
кую степень корреляции с технологическими параметрами реализации флота-
ционных процессов в лабораторных и промышленных условиях. 
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The method has been proposed of initialization of narrow separation fractions while a computing experi-
ment with a heterogenic flotation system model. The method allows determining integral values of compo-
nents properties in a solid phase of flotation feeding. The values are interpreted as single-valued conditions for 
the mathematical flotation model. The method takes into account distribution of mineral particles by grading, 
mineral composition, degree of useful mineral liberation in intergrowth pieces, content of useful component, 
and assessment of surface energy of mineral and polymineral particles.

The approaches of step-by-step checking of the method’s algorithm implementation have been consid-
ered based on possible estimations of solid phase density and content of useful component. The method 
provides obtaining results on mathematical modeling of flotation process in the terms of content and recovery 
of useful component and verification of the mathematical model and technological flowsheet of actual produc-
tion or laboratory testing. The method has been approved multiply at different experiments performed in the 
Mining Institute KSC RAS with using the ANSYS Fluent software. 

Key words: flotation, narrow separation fraction, mathematical model, computing test, computing hydro-
dynamics, multi-velocity multi-phased continuum, surface energy of mineral and polymineral particles.
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