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В современных программных продуктах для прогноза гор-
но-геологических данных по имеющимся скважинам в 

большинстве случаев применяется метод взвешенных обрат-
ных расстояний, который, в свою очередь, не позволяет оце-
нить ошибку интерполяции и чувствительность к присутствию 
в данных экстремальных значений. Для повышения точности 
прогноза рекомендуется метод сплайн-функций Грина.

Формула Грина имеет самостоятельное значение в матема-
тике и довольно широко применяется в различных приложени-
ях векторного анализа. Стоит отметить, что впервые формула 
появилась еще у Л. Эйлера в 1771 г., однако полный вывод этой 
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формулы (вместе с другими формулами) и ее значение было 
определено английским физиком и математиком Дж. Грином 
в 1828 г. Формула Грина связывает двойной и криволинейный 
интегралы (криволинейные области). 

Область (D) являет собой «криволинейную трапецию» (рис. 1), 
ограниченную контуром (L), состоящим из кривых:

(PQ): y = y
0
(x) (a ≤ x ≤ b)

(RS): y = Y(x) (a ≤ b ≤ x)

и двух отрезков PS и QR, параллельных оси y. 
Можно предположить, что в области (D) задана функция 

P(x, y) непрерывная вместе со своей производной dP/dy.
Далее следует процедура вычисления двойного интеграла:

( )D

dP
dxdy

dY∫∫
Исходя из теоремы приведения двойного интеграла к по-

вторному, в случае криволинейной области интеграл

( )
( )

( )

( )
( ) 0

 , ,
Y xa

P b y x

f x y dP dx f x y dy= ∫ ∫∫∫

приобретает вид:

( )

( )

( ) 0

Y xa

D b y x

P P
dxdy dx dy

y y
∂ ∂

=
∂ ∂∫ ∫∫∫

Внутренний интеграл в этом случае вычисляется с помо-
щью первообразной функции P(x, y), а именно: 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

0 0
0

 , , , .
x

Y x
y

y Y xdP
dy P x y P x Y x P x y x

y y xdy

=
= = −

=∫∫

Рис. 1. Область D, ограниченная прямыми, параллельными оси y
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В результате преобразований имеет место запись выраже-
ния вида:

( )( ) ( )( )
( )

0, , .
b b

P a a

P
dxdy P x Y x dx P x y x dx

y
∂

= −
∂ ∫ ∫∫∫

Каждый из этих двух интегралов может быть заменен кри-
волинейным интегралом:

( )( ) ( )
( )

, , ,
b

a SR

P x Y x dx P x y dx=∫ ∫

( ) ( )0
( )

( , ) , ,
b

a PQ

P x y x dx P x y dx=∫ ∫

Исходя из этого:

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

, ,

, , . 

D SR PQ

SR QP

P
dxdy P x y dx P x y dx

y

P x y dx P x y dx

∂
= − =

∂

= +

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

При рассмотрении интеграла по всему контуру (L) области 
(D), прибавив к правой части полученного равенства еще ин-
тегралы 

( )
( )

( )
( ), , ,

PS RQ

P x y dx P x y dx∫ ∫ ,

очевидно, равные нулю, ибо отрезки (PS) и (DQ) перпендику-
лярны к оси х, можно получить:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )D PS SR RQ QR

P
dxdy Pdx Pdx Pdx Pdx

y
∂

= + + +
∂∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Правая часть этого равенства представляет собой интеграл, 
взятый по всему замкнутому контуру (L), ограничивающему об-
ласть (D), но в отрицательном направлении. В соответствии с 
соглашением, установленным насчет обозначения криволиней-
ных интегралов по замкнутому контуру, можно окончательно 
переписать полученную формулу в виде: 

( ) ( )
( ), . 

D L

P
dxdy P x y dx

y
∂

= −
∂∫∫ ∫ 	 (1)

Хотя формула (1) выведена в предположении правой ориен-
тации осей, но, как легко убедиться, она сохраняется без изме-



167

нения и при левой ориентации (лишь положительное направле-
ние обхода контура станет иным).

Выведенная формула справедлива и для областей более 
сложного вида, чем рассмотренная: достаточно предположить, 
что область (D) разделяется прямыми, параллельными оси у, 
на конечное число криволинейных трапеций указанного вида.

Аналогично записывается и формула 

( ) ( )
( ), .

D L

Q
dxdy Q x y dy

x
∂

=
∂∫∫ ∫ (2)

в предположении, что функция Q непрерывна в области (D) вме-
сте со своей частной производной ∂Q/∂x. При этом сначала за 
область (D) принимается криволинейная трапеция вида, изобра-
женная на рис. 2. Она ограничена кривыми 

(PS):x = x0(y) (c ≤ y ≤ d)

(QR):x = X(y) (c ≤ y ≤ d),

а также двумя отрезками (PQ) и (RS), параллельными оси x. За-
тем формула обобщается, как и выше приведенная, на случай 
области, разделенной прямыми, параллельными оси x, на ко-
нечное число криволинейных трапеций этого вида. 

Наконец, если область (D) одновременно удовлетворяет ус-
ловиям обоих случаев, то есть разделяется как на конечное чис-
ло трапеций первого типа, так и (независимо от этого) на ко-
нечное число трапеций второго типа, то для нее справедливы 
обе формулы (1) и (2). Безусловно, в предположении непрерыв-
ности функций P, Q и их производных dP/dy, dQ/dx. Вычитая 
формулу (1) из (2), можно получить формулу Грина:

( ) ( )
.

DL

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫∫∫

Рис. 2. Область D, ограниченная прямыми, параллельными оси x



168

Исходя из сравнительных испытаний различных методов ап-
проксимации, наиболее целесообразным для восстановления 
функции изменчивости природных характеристик угольных 
месторождений можно назвать метод сплайн-функций Грина, 
основанный на формуле Грина, представленной выше [1].

В общем виде функция Грина для двухмерной поверхности 
будет выглядеть следующим образом:

12 2
2 2

,2
1 1

ln
M

M i i
i i

G t t
−

= =

   
=    
   
∑ ∑ ,

где G
M,2

 – функция Грина для двухмерной поверхности.
Так как современные программные продукты позволяют мо-

делировать месторождение в 3-D пространстве, для практиче-
ского применения сплайн-функции Грина, которая работает в 
двухмерном пространстве, стратиграфическую толщу горного 
массива необходимо представить в виде совокупности уголь-
ных пластов S

y
 и толщ междупластья S

M
. При этом стоит учи-

тывать, что угольные пласты S
y
 включают в себя совокупность 

угольных пачек S
yp

, породных прослоев S
pp

, вмещающих пород 
почвы S

vp
, «ложной» кровли S

lk
, непосредственной кровли S

nk
 и 

основной кровли S
ok

.
Каждый слой , 1,kS k a=  толщи слагается из суммы j-го 

числа литотипов , , 1,k jL S L j b∈ = , которые также имеют i-ое 
число природных факторов, свойств (P). Вследствие того, что 
в условиях реального месторождения могут встречаться яв-
ные изменения гипсометрии и конфигураций слоев толщи 

Рис. 3.Модельно-структурированное представление углевмещающей толщи
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S
k
, представленные различными геологическими нарушения-

ми, не представляется возможным описать природные свой-
ства того или иного пласта функцией одного вида. Поэтому 
слой S

k
 будет включать в себя множество регионов R, то есть 
, 1,k vS R v d∈ = , и приближающие функции каждого k-го при-

родного свойства восстанавливаются по региону R.
Так как моделируется пластовое месторождение, то пред-

полагается, что свойства в границах выделенного пласта, про-
пластка, толщи неизменны по всей его мощности, что позво-
ляет пренебречь координатой Z и перейти в двухмерную систе-
му координат.

Исходя из этого, какой-либо показатель свойств рассматри-
ваемого угольного пласта можно представить как сумму функ-
циональных зависимостей природных свойств P в каждом из 
регионов a, b, c, d:

1 1 1 1

a b c d

kjiv
k j i y

S P
= = = =

= ∑∑∑∑

Аппроксимация изменчивости природных факторов совер-
шается по данным геологической разведки, полученным в рам-
ках случайной сети скважин, закрепленных в геодезическом 
пространстве Д(x, y) и показателями их свойств, вследствие 
чего модель i-го показателя будет являться функциональной 
зависимостью P

i
 = f(x, y).

Такое представление геологической информации позволит 
с помощью компьютерных средств составить множество функ-
циональных зависимостей, которые достаточно полно описы-
вают динамику природных факторов в исследуемой углевме-
щающей толще [2].

Для того чтобы применить сплайн-функции Грина в авто-
матизированном режиме, блочная 3-D модель месторожде-
ния должна содержать необходимую информацию, а именно: 
высотную отметку почвы пласта, мощность угольных пачек 
угольного пласта, прочность угольных пачек на сжатие, мощ-
ность породных прослоев, прочность породных прослоев на 
сжатие, зольность угля, выход летучих веществ, мощность по-
род «ложной» почвы, прочность пород ложной кровли, мощ-
ность j-го литотипа кровли, прочность j-го литотипа кровли, 
мощность j-го литотипа почвы, прочность j-го литотипа по-
чвы, мощность пород междупластья, прочность пород между-
пластья, газоносность угольного пласта, газообильность гор-
ных выработок.
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