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Ранее [3] было рассмотрено представление залежи при-
родного газа как объекта с распределенными параметра-

ми [4, 5]. В  результате математического моделирования, был 
сделан вывод, что газовое месторождение [1, 2, 6] подходит под 
определение объекта с пространственно-распределенными па-
раметрами. Также был сделан вывод, что разработка распреде-
ленной системы управления пластовым давлением при эксплу-
атации газового месторождения позволит повысить эффектив-
ность добычи газа. 

Для анализа объекта с целью разработки автоматической сис- 
темы управления добычей природного газа необходимо при-
вести математическую модель объекта в дискретный вид. Для 
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простоты ограничим моделируемое пространство газовой зале-
жи рамками параллелепипеда, в котором равномерно располо-
жены одинаковые эксплуатационные скважины.

Как показано на рис. 1, объект делится на две различных сре-
ды: заводненная часть коллектора и часть коллектора, напол-
ненная газом.

Основой модели является дифференциальное уравнение 
отображающее изменение давления в пространстве. Так как в 
нашем случае одна часть коллектора заполнена водой, а вторая 
часть газом, необходимо два таких уравнения – по одному для 
каждой среды.

Уравнение (1) отражает динамику изменения давления, в про-
извольной точке коллектора наполненного газом [3].
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где p = p(x, y, z, t) – пластовое давление в определенной точке 
залежи в момент времени t, t – время, m – пористость пласта, 
µ

1
 – абсолютная вязкость газа, k – проницаемость пласта, n – 

показатель политропы.

Рис. 1. Условная схема залежи с эксплуатационными скважинами: z
d
 – ко-

ордината Z-плоскости газо-водяного контакта, z
s
 – координата Z-уровня 

расположения забоев скважин, z
L
 – кровля залежи



95

Предположим, что коллектор формирующий залежь неде-
формируемый, а давление в заводненной части будем считать 
постоянным для рассматриваемого уровня. В  таком случае 
динамика давления воды в произвольной точке заводненного 
пространства объекта будет описываться следующим уравне-
нием [3]: 2 2 2

2 2 20
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Так как математическая модель пласта, составленная из диф-
ференциальных уравнений, не имеет аналитического решения, 
то для оценки динамических характеристики создания соот-
ветствующего программного обеспечения модель приводится в 
дискретный вид с помощью метода конечных разностей. Когда 
данные дискретизированы, всегда есть некоторая сумма ошиб-
ки дискретизации. Цель состоит в том, чтобы уменьшить сумму 
ошибки до уровня, который рассматривают. При этом количе-
ство точек дискретизации по оси X равно H, по оси Y равно J, по 
оси Z равно V.
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( )1, , 1, , ,dh H j J v v V= = =

где ∆x, ∆y, ∆z – шаги дискретизации по осям X, Y и Z соответ-
ственно, h

s,1
, j

s,1
 и h

s,2
, j

s,2
 – координаты по осям X и Y первой 

и второй скважин соответственно, v
d
 – координата плоскости 

газо-водяного контакта по оси Z, Δt – шаг дискретизации по 
времени.

Аналогичным образом, приводим уравнение (3) для завод- 
ненной части к дискретному виду:
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Необходимо задать граничные условия, описывающие по-
ведение объекта на его границах:

p(0, j, v, t) = p(1, j, v, t);
p(H+1, j, v, t) = p(H, j, v, t);

p(h, 0, v, t) = p(h, 1, v, t);
p(h, J+1, v, t) = p(h, J, v, t); 	 (7)
p(h, j, 0, t) = p(h, j, 1, t);

p(h, j, V+1, t) = p(h, j, V, t);

Предположим, что до начала эксплуатации залежи природ-
ного газа, давлении по всему ее объему одинаково (8). 

0( , , ,0)p h j v p= (8)

( )1, , 1, , 1,h H j J v V= = =
где p

0
 – начальное пластовое давление в залежи.

Так как фильтрация газа в пласте происходит в результате пе-
репада давления, то скорость и направление его движения пред-
ставлены системой уравнений:
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где u, υ, w – компоненты вектора скорости фильтрации по ко-
ординатным осям x, y, z соответственно, ρ – плотность газа в 
данной точке пространства, β – газовая постоянная.

Аналогичным образом получаем уравнения для определе-
ния скорости и направления движения воды:
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где µ
2
 – абсолютная вязкость воды.
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Во время эксплуатации залежи в газовом режиме плоскость 
газо-водяного контакта остается практически неподвижной. Но 
когда депрессия давления доходит до данной плоскости, вода 
начинает продвигаться в сторону скважин. Таким образом, га-
зовый режим эксплуатации месторождения сменяется водона-
порным. Для отражения движения элементов плоскости газо-
водяного контакта вводим следующие выражения:
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где Δp – изменение пластового давления.
Дебит залежи является его наиболее важной, с точки зрения 

продуктивности, характеристикой. Весовой дебит эксплуати-
руемой с помощью f скважин залежи определяется из следую-
щего соотношения:

1

f

z i
i

G G
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= ∑ (14)

где G
i
 – весовой дебит i-ой скважины рассматриваемой залежи.

Дебитом конкретной скважины будем считать количество 
газа, проникшее в ствол скважины. Дебит i-ой определяется из 
соотношения:
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где F – площадь сечения скважины, z
s,i

, z
L,i

 – координаты ство-
ла i-ой скважины в залежи, g – ускорение свободного падения, 
r – радиус – вектор, проведенный из центра скважины, ds – эле-
мент окружности. 

Так как дискретная модель построена в декартовых коорди-
натах, круговой интеграл изменений давления аппроксимируем 
к сумме изменений давления из нескольких выбранных точек 
вокруг окружности скважины. В результате получим следующее:
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1( 1)
k n g

B
n
⋅ ⋅

=
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(19)

где G
b,i

 – весовой дебит газа через дно i-ой скважины, G
s,i

 –ве-
совой дебит газа через боковую поверхность i-ой скважины.

При эксплуатации газодобывающих скважин можно управ-
лять темпом снижения и распределением пластового давления 
в залежи с помощью ограничения давления в скважинах.

В качестве входного воздействия распределенной системы 
выступает давление в точках расположения эксплуатационных 
скважин.

, , ,( , , , ) ( , )s i s i s i ip h j v t U x y= , (20)

,s i i iv v V< <

( , ) cos cos
x y

U x y A x y
L L
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= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅       

(21)

где h
s,i

, j
s,i

, v
i
 – координаты ствола i-ой скважины в залежи, p

s,i
 – 

заданное давление i-ой скважины, A – амплитуда входного воз-
действия, ξ и γ – номера пространственных мод по x и y соответ-
ственно, L

x
 и L

y
 – размеры объекта по осям x и y соответственно. 

Функцией выхода служит распределение давления в заданных 
(контрольных) точках пласта. Таким образом, математическая 
модель газовой залежи теперь пригодна к дальнейшему компью-
терному моделированию и 
частотному анализу.

В качестве объекта ком-
пьютерного моделирования 
выступает абстрактная за-
лежь размером 1×1×0,2  км, 
эксплуатируемая в газовом 
режиме. В эксплуатации за-
лежи задействовано 9 равно-
мерно расположенных сква-
жин.

В рамках эксперимента, 
параметры газоносного пла-
ста считались неизменными 
по всему объему и имеют сле-
дующие значения: m = 0,15; 
k = 0,8 мД; µ

1
 = 11,2 мкПа/с.

Рис.  2. График изменения весового де-
бита скважин в течении 30 суток не-
прерывной работы
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Начальное пластовое дав-
ление залежи имело следую-
щее значение: ρ

0
 = 200 атм.

На вход системы было 
приложено распределенное 
воздействие (21) со следую- 
щими условиями: ξ = 3; γ = 3; 
L

x
  =  1000  м; L

y
  =  1000  м; 

A = 20 атм.
В результате вычислитель- 

ного эксперимента были по-
лучены следующие данные 
(рис. 2, 3).

В связи с тем, что в ходе 
эксперимента значения по-

ристости и проницаемости были приняты едиными для всего 
объема залежи, динамика изменения давления и дебита для 
всех скважин получилась почти одинаковой.

В результаты исследования получены:
�� дискретная модель залежи природного газа как объекта с 

распределенными параметрами;
�� компьютерная модель залежи природного газа с примене-

нием распределенного входного воздействия;
�� приведенная модель отражает динамику процессов, про-

исходящих при эксплуатации газовой залежи, и позволит по-
лучить данные необходимые для проведения частотного ана-
лиза объекта с распределенными параметрами.
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UDC 681.5 A.V. Plotnikov, V.E. Trushnikov
DISCRETIZATION OF DISTRIBUTED 
MATHEMATICAL MODEL  
OF NATURAL GAS DEPOSIT  
FINITE DIFFERENCE METHOD

The article presents the process of discretization of mathematical model of distributed 
object – natural gas deposit. As the research object the abstract gas deposit was chosen and 
represented as gas-bearing stratum of parallelepiped form with production wells. The lower 
part of the deposit filled with formation water. So as the alteration of a strata pressure lies 
in the core of deposits geological processes, three dimensional model is necessary. Model is 
represented by the equations characterizing the alteration of a strata pressure in each point 
of deposit space, border and initial conditions, equations for gas filtration speed, equation for 
gas-water contact, input function and deposit gas output. The computational experiment of 
gas drive based on developed model with some assumptions had been conducted.

Key words: mathematical model, distributed system, gas deposit, discretization.
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