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Введение
Как отмечается в работе [1], прио- 

ритетные направления развития иссле-
дований в области геометрии и квали-
метрии недр заключаются в изучении 
пространственно-геометрических зако-
номерностей проявления геологических,  
геомеханических и техногенных факто-
ров, показателей и процессов; геометри- 
ческой интерпретации и математической 
оценки изменчивости геологических и дру- 
гих полей, показателей состава и свойств 
полезных ископаемых и вмещающих  
пород; совершенствование методов мо-
делирования структуры месторождений, 

изменения качества и свойств полезных 
ископаемых и горных пород; численного 
и геометрического анализа поверхно-
стей при геометризации месторождений. 
Поэтому детальный и достоверный прог- 
ноз горно-геологических условий отра-
ботки месторождения является одной из 
важнейших проблем современного гор-
ного производства и оказывает серьез-
ное влияние на качество планирования 
горных работ, производительность труда 
и уровень добычи полезного ископаемо-
го [2—4]. 

Источниками информации для прог- 
ноза и геометризации являются резуль-
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таты детальной разведки и доразведки 
шахтного поля или его частей, пересче-
та запасов, эксплуатационной развед- 
ки, шахтно-геологических наблюдений и 
маркшейдерских измерений, опробова-
ния пластов угля и пород, геофизических 
исследований. Прогноз горно-геологиче- 
ских условий разработки угольных пла-
стов представляет собой комплекс ин-
формации о геологическом строении и 
свойствах массива горных пород и от-
дельных его элементов [5].

Уменьшение погрешности интерпо-
лирования показателей при учете неод- 
нородности геологического пространст- 
ва подтверждается многими исследова-
телями [6—8]. Например, в работе [9] 
показано, что выделение геологически 
однородных участков угольного место-
рождения обеспечивает приближение 
формы эмпирических кривых распреде-
ления для горно-геологических показа-
телей к одномодальному нормальному 
или логнормальному законам распреде-
ления. Такой подход уменьшает стан-
дартные ошибки различных статистик 
совокупности значений показателей 
(математического ожидания, дисперсии 
и т.д.). 

Величины стандарта отклонения для 
показателей прочности вмещающих гор- 
ных пород на сжатие и интенсивности 
трещин, рассчитанные для предвари- 
тельно выделенных геологически одно-
родных участков, снизились более чем 
в 1,5 раза по сравнению с величиной 
стандарта, рассчитанной для всего уголь- 
ного месторождения. Это подтверждает 
факт повышения надежности средних 
значений для однородных участков. 

Аналогично, в работе [10] отмечено 
повышение точности прогноза средне-
пластовой зольности сложноструктурных 
залежей с учетом геолого-генетической 
дифференциации (выделение однород-
ных совокупностей) исходной эмпириче-
ской информации.

Как показали наши исследования 
[11, 12], математические модели разме-
щения показателей (пространственно- 
факторные поля), принятые для всего 
угольного месторождения, имеют значи- 
тельную погрешность вследствие прост- 
ранственной изменчивости показателей 
в пределах шахтного поля. Предвари-
тельное выделение в пределах угольно-
го месторождения геологически одно-
родных участков позволяет для каждого 
из них подобрать адекватную модель 
размещения показателя и, тем самым, 
существенно уменьшить погрешность 
геометризации. 

Теория вопроса
В настоящее время в курсе геомет- 

рии недр [2, 13] считается, что каждый по-
казатель Pi может быть описан его взаимо- 
связями в пространственных x x y z= ( , , )
и факторных P P P P Pi i m= − +( ,..., , ,..., )1 1 1

  
координатах. Такая система показателей 
представляет собой пространственно-
факторное поле:

P F f x P x P

P F f x P x P

Pn

1 1 1

2 2 2
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FF f x P x Pn n, , , ,( ) ( )( )ϕ

где f x Pi ,( ) , ϕi x P,( )  — соответственно 
закономерная и случайная составляю-
щие размещения показателя Pi; F — не-
которая функция.

Проблема поиска оптимальной функ-
ции F может быть сформулирована как 
итерационная вычислительная задача: 
на первом этапе производится расще-
пление математической модели, при 
этом большая часть факторов относится 
к случайной компоненте ϕi x P,( ) .

P b b f b f ax P x Pi = + ( ) + ( ) +0 1 1 2 2, , , 

a b x P b x Pn n= ( ) + + ( )3 3ϕ ϕ, ... , .
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После проверки адекватности и точности выбранной модели производится ее ус-
ложнение путем добавления новых независимых факторов, которые из случайной 
компоненты переносятся в закономерную составляющую. Процесс продолжается 
до тех пор, пока не будет достигнут минимум остаточной дисперсии. Поиск опти-
мальной модели основан на принципе самоорганизации математических моделей 
сложных систем [14]. 

Погрешность интерполирования (репрезентативности, аналогии) σI возникает 
между точками измерения показателя P и зависит от изменчивости его размеще-
ния и интервала разведки. В случае наличия пространственной закономерности в 
размещении показателя предлагается применение метода кригинга, как показано 
в работе [15]. В этом случае погрешность интерполирования может быть получена 
из дисперсии оценивания (ошибки оценки значения показателя P) в точке геологи-
ческого пространства. 

Пусть имеется n значений показателя в разведочных скважинах P(x1), P(x2), …, 
P(xn) и необходимо оценить значение в конкретной точке P(x0). Для этого запишем 
взвешенное среднее имеющихся данных:

P x P xi i
i

n
* ( ) ( )0

1

=
=
∑λ ,	 (1)

где P*(x0) — оценка неизвестного точного значения P(x0) в точке x0; λi — факторы 
взвешивания (веса). 

Решение задачи заключается в определении лучшего способа выбора факторов 
взвешивания λi. Погрешность интерполирования σI методом кригинга определяет-
ся из формулы (1) следующим образом:
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где γ(xi, x0) — значение вариограммы между точками xi и x0; γ(xi, xj) — значение ва-
риограммы между точками xi и xj; σ

2 — порог вариограммы (дисперсия значений 
показателя P(x)); µ — коэффициент Лагранжа.

 
Методы анализа
При решении задач геометризации часто приходится иметь дело со средними 

значениями показателей (например, средней мощностью угольного пласта на участ-
ке, планируемом к отработке). Точность определения этих величин (величина дове-
рительного интервала) определяется случайной ошибкой выборки по формуле [16]:

m n1
2= σ , 	 (3)

где σ2 — дисперсия геометризуемого показателя P; n — число точек опробования 
показателя P.

Уменьшение величины случайной ошибки позволяет с большей вероятностью 
указывать более узкие границы доверительного интервала, в котором может нахо-
диться неизвестная характеристика исходной совокупности.

Выделение однородных участков месторождения
Исходная совокупность, из которой проводится отбор, часто оказывается неод-

нородной. Тогда случайная ошибка выборки вычисляется на основе средней вели-
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чины внутригрупповых дисперсий. Вариация межгрупповая обусловлена различия-
ми между группами и не участвует в образовании случайной ошибки [16]:

σ σ σ2 2 2= ( ) + ( )P Pi i ,	 (4)

где σ2 Pi( )  — дисперсия групповых средних (межгрупповая); σ2 Pi( )  — средняя ве-
личина внутригрупповых дисперсий.

Из формул (3), (4) следует, что в каждом предварительно выделенном однород-
ном участке месторождения случайная ошибка выборки (погрешность определе-
ния среднего) определится по формуле:

m P n m ni2
2

1
2= ( ) < =σ σ .	 (5)

Если группы наблюдений образованы таким образом, что дисперсия средних по 
группам отразит вариацию, обусловленную неоднородностью данных, то, исключая 
ее из расчетов величины случайной ошибки, можно нивелировать влияние этой не-
однородности. Погрешность интерполирования методом кригинга по формуле (2) с 
учетом формулы (4) определится следующим образом
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Установление многомерных взаимосвязей показателей
Если имеются некоторые дополнительные данные, с  которыми можно связать 

значения моделируемого показателя, то можно исключить из вариации последних 
ту ее часть, которая может быть «объяснена» этой связью [16]. Этот метод заклю-
чается в нахождении регрессии значений P по значениям других показателей Pi. 
В этом случае вариация по «линии регрессии» и определится как та часть общей 
вариации наблюдаемых данных σ2 в формуле (4) которая подлежит исключению.

Разложение общей дисперсии в условиях наличия корреляционной зависимости 
выглядит следующим образом: 

σ σ σ2 2 2 2 21= + −( )R R , 	 (7)

где R2 — множественный коэффициент детерминации уравнения регрессии.
Первый член в правой части последнего равенства — дисперсия зависимой пе-

ременной по «линии регрессии». Второй член — дисперсия «около линии регрессии», 
т.е. показатель, выражающий случайную (остаточную) вариацию. 

Из формул (3), (5), (7) следует, что случайная ошибка выборки (погрешность опре-
деления среднего) определится по формуле:

m P R n m P n m ni i3
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2
2

1
21= ( ) −( ) < = ( ) < =σ σ σ . 	 (8)

С учетом формул (2), (7) можно определить уточненную величину погрешности 
интерполяции методом кригинга:
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Операция уточнения ошибки будет тем эффективнее, чем теснее связь между 
выходной переменной и факторами. Даже при сравнительно небольших значени-



Изолинии мощности нижнего угольного слоя в лаве 103 (шх. «Садкинская») на основе методов 
интерполяции: кригинга с учетом формулы (10) (а); обратных расстояний (б); обратных квадратич-
ных расстояний (в); кубических сплайнов (г); кригинга с линейной вариограммой (д); триангуля-
ции (е); скользящего среднего (ж)
Contour lines of thickness of lower coal layer in longwall 103 (Sadkinskaya mine) based on interpolation 
methods: kriging with regard to formula (10) (a); inverse distance (b); inverse square distance (v); cubic 
splines (g); kriging with linear variogram (d); triangulation (e); moving average (zh)
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ях R2 этот способ дает эффект, так как множитель (1 — R2) всегда меньше единицы 
[16]. Таким образом погрешность интерполяции из формулы (9) меньше погреш-
ности, определенной из выражения (2).

Например, если имеются данные о мощности пластов вмещающих пород, то 
можно вычислить коэффициент множественной корреляции между этими фактора-
ми и средней мощностью угольного пласта. При таких условиях представляется воз-
можным уточнить как величину выборочной средней, так и ее ошибку путем исклю-
чения из вариации значений мощности угольного пласта той ее части, которая об-
условлена изменением мощности перекрывающих и подстилающих горных пород.

Использование метода регрессии, представленного в выражении (9), при пред-
варительном выделении однородных участков месторождения возможно двумя 
способами [16]: 

�� вычисление коэффициентов регрессии в целом для выборочной совокупно-
сти, полагая их неизменными для всех групп (комбинированная оценка):
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�� вычисление коэффициентов для каждой группы отдельно, суммировав затем 
результаты (сепаратная оценка)
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где Ri
2 — множественный коэффициент детерминации уравнения регрессии, опре-

деленного для i-й группы.

Обсуждение результатов
В 2012 г. по данным опробования в лаве 103 маркшейдерской службой шахты 

«Садкинская» (Восточный Донбасс) было определено, что средняя мощность наи-
более выдержанного нижнего угольного слоя пласта составляет 0,83 м. Проведем 
сравнение погрешности интерполирования мощности по предложенной выше ме-
тодике и наиболее распространенными в практике геометризации математически-
ми методами (рисунок). 

Сравнение погрешности интерполирования при различных методах
Comparison of interpolation errors of different methods 

№
п/п

Метод интерполяции Относительная ошибка определения средней 
мощности нижнего слоя угля в лаве 103, %

1 Кригинга с учетом формулы (10) 1,2
2 Скользящего среднего 1,5
3 Кубических сплайнов 1,7
4 Кригинга с линейной вариограммой 2,0
5 Обратных квадратичных расстояний 2,1
6 Обратных расстояний 2,3
7 Триангуляции 7,3
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В таблице приводятся относительные 
погрешности интерполирования мощно-
сти нижнего угольного слоя в лаве 103 
шахты «Садкинская». Большинство ма-
тематических методов показало хоро-
шую точность при относительной ошиб-
ке в пределах 1,2—2,3%. Наилучшую 
точность обеспечивает метод кригинга 
с учетом предварительно выделенных 
однородных участков месторождения. 
Аналогичный порядок погрешностей 
интерполирования получен для заме-
ров мощности в лаве № 115 шахты «Ро-
стовская» и в лавах № 417 и 419 шахты 
«Восточная» (Восточный Донбасс).

Заключение
Адекватность математической моде- 

ли определяется на основе анализа каче-
ства аппроксимации экспериментальных 
данных регрессионным уравнением. На 
основе экспериментальных данных мо-
гут быть построены различные модели, 
достаточно хорошо приближающие рас-
пределение выборочной совокупности. 
В этом случае возникает задача выбора 

наилучшей модели, которая является 
наиболее простой (имеет минимальное 
число неизвестных коэффициентов) и в 
то же время обеспечивает достижение 
минимума остаточной дисперсии. 

Исходная совокупность значений мо- 
делируемого показателя часто оказы-
вается неоднородной. В нашем случае 
группы наблюдений (значений показа-
теля в разведочных скважинах) соответ-
ствуют геологически однородным участ-
кам месторождения. 

Погрешность интерполяции в каж-
дом участке вычисляется на основе 
средней величины внутригрупповых дис-
персий. Вариация межгрупповая обус- 
ловлена различиями между группами 
и не участвует в образовании искомой 
погрешности.

Из формул (2), (6), (9)—(11) можно 
сделать вывод, что погрешность интер-
полирования показателя уменьшается 
при учете неоднородности геологическо-
го пространства и выявлении корреля-
ционных взаимосвязей с другими пока-
зателями угольного месторождения.
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