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Аннотация: Исследование проводилось с целью разработки расчетного компонента матема-
тической модели напряженного состояния рабочей лопатки осевого вентилятора высокой бы-
строходности для использования в системах вентиляции предприятий горной промышленно-
сти. Модель учитывает совокупность основных нагрузок. Конструктивная особенность машин 
данной категории состоит в том, что их длинномерные лопатки выполняют из полимерных ком-
позиционных материалов, которые имеют меньшую, чем металлы, жесткость. Лопатки сильнее 
деформируются и обладают низкой частотой собственных колебаний. Указанные качества об-
условливают оптимизацию конструкции лопатки, заключающуюся в достижении минимальной 
массы пера с одновременным выполнением заданных физико-механических требований.  Из 
всего многообразия нагрузок на перо лопатки в качестве основных, вызывающих наибольшие 
напряжения растяжения и изгиба, рассмотрены центробежные, аэродинамические силы, силы 
инерции (в период разгона) и собственный вес. Наиболее опасным с точки зрения разрушения 
лопатки является окончание периода разгона, когда действующие на лопатку аэродинамиче-
ские и центробежные силы, достигшие номинальной величины, складываются с силами инер-
ции. В зависимости от ориентации лопатки относительно набегающего потока собственный вес 
может как дополнительно нагружать лопатку, так и уменьшать изгибающий момент, созданный 
аэродинамическими силами и силами инерции. Действие центробежных сил заключается в ос-
новном в создании растягивающих перо напряжений. Анализ совокупности нагрузок позволил 
получить формулы напряжений в материале пера от каждого из факторов в отдельности и от их 
совместного действия. Итоговая формула позволяет найти минимально допустимую толщину 
профиля корневого сечения пера при выполнении требования прочности.
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Введение
В системах вентиляции и охлаждения 

предприятий горной и нефтегазовой про-
мышленности используются осевые вен-
тиляторы высокой быстроходности, име-
ющие диаметры 1,5—10,4 м, втулочное 
отношение 0,16—0,48 и число лопаток 
рабочего колеса 2—8 [1, 2]. Особенно-
стью машин данной категории являются 
лопатки из полимерных композитных ма-
териалов [3—6], которые характеризуют-
ся меньшей, чем у металлов, жесткостью 
и, соответственно, большей склонностью 
к деформации, а также низкой частотой 
собственных колебаний. 

В  связи с указанными специфиче-
скими качествами актуальной становит-
ся задача наиболее полного изучения 
напряженного состояния длинномерной 
лопатки с целью достижения заданных 
прочностных характеристик при мини-
мальной массе. 

Методы
Одним из путей уменьшения массы 

лопатки является снижение ее объема 
за счет минимизации площади попереч-

ных сечений пера по критериям прочно-
сти и жесткости. 

Наиболее сложное напряженное со-
стояние лопатки возникает в период раз- 
гона двигателя. Лопатка испытывает рас-
тяжение центробежными силами, изгиб 
аэродинамическими силами, силами инер- 
ции и собственного веса. Центробежные 
силы обусловливают также возникнове-
ние крутящего момента, направленного 
в сторону уменьшения угла закрутки пе- 
ра. Наибольшую опасность представляют 
нормальные напряжения растяжения и 
изгиба, поэтому именно им и уделяется 
первоочередное внимание. 

Для достоверного описания напря-
женного состояния математическая мо-
дель должна включать комплекс основ-
ных нагрузок. 

Расчетная модель лопатки обладает 
следующими характеристиками:

•• зависимость площади А попереч-
ного сечения пера лопатки от координа-
ты х (рис. 1, а) — линейная: 

A x A k x
lA

( ) � ��
�
�

�
�
�0 1 	 (1)

Abstract: The study aimed to develop a factored component for mathematical model of stress 
state in blades of high-speed axial fan employed in mine ventilation systems. The model takes into 
a count a whole set of major loads. The design feature of such fans is their long-length blades made 
of polymer composites of lower rigidity as against metals. Such blades deform heavier and have 
low-frequency free vibrations. These properties condition optimization of blade design to minimize 
its mass at the preset physical and mechanical properties. Amongst the variety of loads applied to 
blades, the centrifugal air forces, inertia (in speedup) and weight are considered as the major loads 
inducing the highest tensile and bending stresses. In terms of failure of blades, the most risky point 
is the speedup ending as the aerodynamic and centrifugal forces, affecting the blades and reaching 
nominal values, combine with the forces of inertia. Depending on orientation of blades relative to 
ram air, the own weight both can exert extra load on the blade and reduce bending moment created 
by the aerodynamic and inertia forces. The centrifugal forces mostly create tensile stresses on the 
blade. The analysis of the cumulative load has allowed obtaining formulas of the blade stresses due 
to all factors, individually and jointly. The final formula estimates the minimum allowable thickness 
of the lade root section profile at the fulfilled strength requirement. 
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где k
A
AA
l� �1
0

 — постоянный коэффици-
ент; А0, Аl — площадь корневого и конце- 
вого сечения соответственно; l = R — r0 — 
длина лопатки; R — внешний радиус ко-
леса; r0 — радиус втулки;

•• лопатка корневым сечением жест-
ко закреплена на втулке колеса;

•• материал лопатки изотропный.

Результаты
Результаты исследования относятся в 

основном к «монолитной» лопатке, одна-
ко могут быть распространены и на кон-
струкцию с полым пером. 

Инерционные нагрузки на лопатку в 
период разгона определяются следую-
щим образом. 

Выделим на расстоянии х от начала K 
координатной оси х (рис.  1,  а) элемент 
пера лопатки толщиной dx. На него дей-
ствует сила инерции dFи, равная

dF r x A k x
l

dxи A( )0 0 1 	 (2) 

где ρ  — плотность материала лопатки; 
ε — угловое ускорение колеса.

Направление силы инерции противопо-
ложно направлению углового ускорения.

Момент элементарной силы инерции 
относительно начала координат

dM A r x k x
l

xdxи A0 0 1( ) 	(3)

Интеграл выражения (3) по пределам 
х от нуля до l (рис.  1,  а) с начальными 
условиями (х = 0; Ми = 0) есть изгибаю-
щий момент от сил инерции в корневом 
сечении [7, 8]:

M A l
r k l k

и

A A

0 0
2

0 0 5 0 33 0 33 0 25( , , ) ( , , )
	(4)

Изгибающий момент в произволь-
ном сечении показан в виде вектора на 
рис. 1, б. Представим его в виде суммы 
векторов и относительно главных цент- 
ральных осей сечения ξ и λ, причем ось 
ξ параллельна, а  ось λ перпендикуляр- 
на хорде профиля, расположенной под 
углом α к торцовой плоскости t — t.

Изгибающий момент в произволь-
ном сечении показан в виде вектора на 
рис. 1, б. Представим его в виде суммы 
векторов и относительно главных цент- 
ральных осей сечения ξ и λ, причем 
ось ξ параллельна, а ось λ перпендику-
лярна хорде профиля, расположенной 
под углом α к торцовой плоскости t — t.

Рис. 1. Действие сил инерции на перо: вид на лопатку по оси вращения колеса (а); разложение 
момента от сил инерции по осям (б)
Fig. 1. The effect of inertial forces to feather: view of the blade on its axis of rotation (a); decomposition of 
the moment of inertia forces along the axes (b)
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Модули составляющих моментов в 
корневом сечении равны

M M

M M
и и

и и

0
0 0

0
0 0

sin ;

cos
	 (5) 

где α0 — угол установки корневого сече-
ния.

Наибольшие напряжения и дефор-
мации вызывает составляющая Миξ, т.к. 
момент сопротивления сечения изгибу 
относительно оси ξ значительно меньше, 
чем относительно оси λ [9]. 

Максимальной величины искомый 
момент достигает в корневом сечении, 
для которого формула (5) принимает вид

M A l r k

l k
и A

A

0
0

2
0

0

0 5 0 33

0 33 0 25

, ,

, , sin
	 (6) 

Аналогичный метод определения мо-
ментов целесообразно применить и для 
нахождения изгибающих моментов от 
аэродинамических сил, действующих на 
перо лопатки.

На рис. 2, а изображена лопатка, на 
элемент которой воздействует аэродина-
мическая сила dFa, направленная проти-
воположно угловой скорости ω.

Для решения задачи примем, как это 
сделано в [9], допущение: сила, действу-
ющая на лопатку со стороны набегающе-
го воздушного потока, равномерно рас-
пределяется по длине пера.

Во время вращения с номинальной 
угловой скоростью ωном колесо преодоле-
вает аэродинамический момент сопро-
тивления 

T
P

a
расч

ном

	 (7) 

где Ррасч — расчетная максимальная мощ-
ность вентилятора [10, 11].

С другой стороны, с учетом принятого 
выше допущения,

T
dF
dx
l r l za

a� �� �0 0 5, 	 (8)

где dFa /dx — распределенная аэродина-
мическая нагрузка; z — число лопаток.

Формулы (7) и (8) позволяют опреде-
лить элементарную аэродинамическую 
силу 

dF
P

zl r l
dxa

расч

ном 0 0 5,
	 (9) 

и изгибающий момент элементарной 
аэродинамической силы в корневом 
сечении

dM
P x

zl r l
dxa

расч

ном 0 0 5,
	 (10)

Проинтегрировав выражение (10), 
получим формулу зависимости момента 
от аэродинамических сил в корневом 
сечении:

M
P l
z r la
расч

ном

0

02
	 (11)

Изгибающий момент относительно 
оси ξ в корневом сечении равен

M
P l
z r la
расч

ном

0

0
02

sin 	 (12)

Для определения напряжений от 
центробежных сил выразим силу dFцб, 
действующую на элементарный слой 
(рис. 2, а): 

dF A r x k x
l

dxцб A
2

0 0 1( ) 	(13) 

затем интегрированием выражения 
(13) получим силу, действующую на кор-
невое сечение:

F A l r k

l k
цб A

A

0 2
0 0 1 0 5

0 5 0 33

( , )

( , , )
	 (14) 

Растягивающее напряжение в корне-
вом сечении 

p
цб

A

A

F
A

l r k

l k

0

0

0

2
0 1 0 5

0 5 0 33

( , )

( , , )
	 (15)

Рассмотрим воздействие на лопатку 
ее собственного веса. Вертикальным 
ориентированием оси вращения обус- 
ловлено возникновение момента сил тя-
жести, изгибающего перо, причем в за-
висимости от направления воздушного 
потока (т.е. направления аэродинамиче-
ских сил) момент сил тяжести либо повы-
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шает напряжения в материале лопатки, 
либо снижает их. 

На рис.  3 показан случай, когда на-
правление момента МG сил тяжести 
противоположно направлению момента 
аэродинамических сил.

Элементарная сила тяжести равна

dG gA k x
l

dxA0 1 	 (16) 

Момент элементарной силы тяжести 
относительно корневого сечения

dM gA k x
l
xdxG A0 0 1� ��

�
�

�
�
�� 	 (17)

полный момент силы тяжести равен ин-
тегралу выражения (17) по пределам х 
от нуля до l 

M gA l kG A0 0
2 0 5 0 33� �� �� , , 	 (18) 

а момент относительно центральной оси 
профиля
M gA l kG A� � �0

0
2

00 5 0 33� �� �, , cos 	 (19)

На вогнутой стороне корневого сече-
ния нагрузки в период разгона приводят 
к сложению напряжений, причем усло-
вие прочности лопатки выглядит следую-
щим образом [7]:

M M
0 0 0 0 0

0

0 0 0

p a и G

p
a и GM

W
[ ] 	 (20) 

где σ0, σи0, σа0, σр0, σG0 — напряжения сум-
марное, от сил инерции, аэродинамиче-
ских сил, центробежной силы и силы тя-
жести соответственно; [σ] — допустимое 
нормальное напряжение; Wξ — меньший 
из моментов сопротивления изгибу кор-
невого сечения в системе координат ξСλ.

В период разгона составляющие сум-
марного напряжения изменяются по-
разному: σа0 и σр0 возрастают и в конце 
разгона достигают максимума, а σи0 убы-
вает от максимума в момент включе-
ния двигателя до нуля в момент выхода 
двигателя на номинальную частоту вра-
щения. Исследования зависимости ве-
личины σ0 от времени разгона, а  также 

сравнительная оценка напряжений раз-
личной природы, показали, что наиболее 
значимыми являются максимальные зна- 
чения σа0 и σр0. Поэтому далее рассмат- 
ривается предельный случай, когда сум-
марное максимальное напряжение равно

� � � � �0 0 0 0max
max max [ ]� � � �a G p 	 (21)

где σa0
max , σp0

max  — значения напряжений 
от аэродинамических сил и от центро-
бежных сил при ω = ωном. 

Подстановка (12), (15) и (19) в фор-
мулу (21) дает максимальное напряже-
ние в корневом сечении в виде

0
0

0

0
2

0

2

0 5 0 33

max

sin

( , , )cos

P l
z r l W

g
W

A l k

расч

A

2
0 1 0 5 0 5 0 33l r k l kA A( , ) , ,

	
(22)

В формуле (22) и далее под ω подраз-
умевается ее номинальное значение 
ωном.

Значения А0 и Wξ корневого сечения 
приблизительно определяются по реко-
мендации [9]:

A b

W kb
0 0 0

0 0
2

0 7�

�

, ;�

�� 
	 (23)

где b0, δ0 — хорда и наибольшая толщи-
на сечения соответственно; k — безраз-
мерный табличный коэффициент.

Значение k зависит от геометрии 
профиля, однако зависимость весьма 
слабая. Практически с достаточной сте-
пенью точности при определении макси-
мальных напряжений можно принимать 
k = 0,088.

Подстановка (23) в (22) дает

0
0

0 0 0
2

2

11 4
0 5

8 0 5 0 33

max

, sin
,

( , , )co

P l
z r l b

gl k

расч

A ss

( , ) , ,

0

0 0
2

0 1 0 5 0 5 0 33
b

l r k l kA A

	
(24)
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Пусть материал лопатки остается без 
изменения. Тогда единственным варьи- 
руемым размером в (24) является тол-
щина корневого сечения δ0, т.к. все 
остальные размеры лопатки определя-
ются аэродинамическим расчетом. Та- 
ким образом, для получения лопатки ми-
нимальной массы необходимо уравне-
ние (24) с учетом равенства (21) решить 
относительно δ0.

Выражение (24) преобразуется в 
квадратное уравнение

� �0
2

1 0 2 0� � �C C 	 (25) 

где С1, С2 — коэффициенты, которые по-
лучаются в результате алгебраических 
преобразований, и здесь не приводятся.

Решение уравнения 

�0
1 1

2

22 4
� � �

C C
C 	 (26) 

есть наименьшее по условию прочности 
значение толщины профиля корневого 
сечения пера.

Выводы
Выполнение равенства (21) означает, 

что при прочих равных параметрах лопат-
ка имеет наименьшую по условию проч-
ности площадь корневого сечения и, сле-

довательно, минимальную массу. Если же  
равенство не выполняется, то необходи-
мо изменить либо материал лопатки (то 
есть [σ]), либо ее размеры.

Уменьшение отношения (т.е. увеличе-
ние клиновидности) лопатки при прочих 
равных условиях сопровождается умень-
шением ее массы, снижением напряже-
ния от центробежных сил (формула (22)) 
и изгибающего момента, обусловленного 
собственным весом (формула (15)). 

Расчет по формулам (24), (26) при 
наибольшей по конструктивным огра-
ничениям клиновидности позволяет ми-
нимизировать массу и обеспечить проч-
ность лопатки. Увеличение клиновидно-
сти также благоприятно и с точки зрения 
предотвращения резонансных явлений, 
т.к. повышает частоту собственных коле-
баний лопатки [12—14]. 

Заключение
Полученные в результате исследова-

ния соотношения входят как расчетный 
компонент в математическую модель 
напряженного состояния, учитывающую 
совокупность основных нагрузок на ло-
патку и позволяющую минимизировать 
ее массу с обеспечением заданных 
прочностных характеристик. 
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Повторная разработка рудных месторождений  
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Все чаще поднимается вопрос повторной разработки рудных месторождений при камер-
но-столбовой системе разработки. Рациональное освоение месторождений полезных ископа-
емых предполагает минимизацию их потерь. С технологической точки зрения, которая связана 
с безопасностью ведения работ, озабоченность вызывают случаи непрогнозируемого разру-
шения целиков с обрушением пород кровли и выходом процесса сдвижения на земную по-
верхность. С учетом этих обстоятельств рассмотрены вопросы по переходу на новый принцип 
определения параметров камерно-столбовой системы разработки, с перспективой повторной 
разработки, состоящий в установлении устойчивого пролета кровли очистной камеры. Рас-
смотрен вопрос о перераспределении напряжений в барьерном целике в условиях повторной 
разработки: когда прилегающие панели отработаны и когда он прорезан выработками. 

Redevelopment of ore deposIts  
(on experIence of redevelopment of the Zhaman-Aybat fIeld)

M.G. Mustafin1, Dr. Sci. (Eng.), Professor; M.A. Zharaspaev1, Graduate Student, 
1 Saint Petersburg Mining University, 199106, Saint-Petersburg, Russia.

The reasons for the increased attention are justified by several circumstances. First, the rational de-
velopment of mineral deposits involves minimizing their losses. From a technological point of view, which 
is related to the safety of work, the concern is caused by cases of unpredictable destruction of tselik with 
the collapse of roof rocks and the release of the process of displacement to the earth’s surface. Taking into 
account the mentioned circumstances, the articles consider the transition to a new principle of determin-
ing the parameters of the chamber-pillar system of development, with the prospect of redevelopment, 
consisting in the establishment of a stable span of the roof of the treatment chamber. The question of re-
distribution of stresses in the barrier barrier in the conditions of redevelopment is also considered: when 
adjacent panels are worked out and when it is cut by workings.


