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Аннотация: Ряд задач динамики может быть решен достаточно точно без учета упругости 
нагружаемых элементов. При расчетах динамических процессов трансмиссий горных машин 
необходимо учитывать податливость зубчатых передач, так как она значительно превышает 
податливость валов больших диаметров и малой длины. В данной работе рассматриваются 
возможности и особенности исследований динамических явлений, которые имеют место в 
планетарных механизмах трансмиссий горнотранспортных машин, очистных и проходческих 
комбайнов, погрузочных машин, при этом они представлены как упругие механические си-
стемы. Для исследований используется динамическая модель элементарного дифференци-
ального механизма с учетом упругости звеньев. Для этого дифференциал представлен в виде 
эквивалентного ряда с безынерционным водилом, основные звенья которого имеют момен-
ты инерции, определяемые по известным формулам. Эквивалентная динамическая модель 
элементарного дифференциала представлена в виде разветвленной трехмассовой системы. 
Определяются моменты упругости, возникающие в механических связях системы. Уравнения 
движения для каждой из масс дают систему линейных однородных дифференциальных урав-
нений или систему уравнений свободных колебаний механизма, которая может быть пред-
ставлена в виде системы линейных алгебраических уравнений. Практический интерес пред-
ставляют частные решения системы неоднородных дифференциальных уравнений, посколь-
ку именно они дают возможность проанализировать эффект приложения внешних нагрузок, 
действующих на механизм. Применив операторный метод, можно найти частные решения 
линейных неоднородных дифференциальных уравнений. Полученные системы уравнений 
позволят решать следующие задачи динамики упругих систем: определение характера из-
менения и максимальных значений динамических нагрузок звеньев механизма, периодов и 
частот колебаний, условий резонансного состояния системы.
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Abstract: Static and dynamic parameters of planetary gearing of different design are widely ad-
dressed in literature. Some of dynamic problems can be solved at sufficient exactness without 
regard to elasticity of of loaded elements. In the dynamic analysis of transmission gears of mining
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Введение
Эффективность использования обору-

дования имеет решающее значение для 
обеспечения безубыточной и прибыль-
ной деятельности предприятий различных 
отраслей промышленности. Повышению 
эффективности использования машин и 
механизмов посвящены работы [1—9].

Планетарные передачи широко при-
меняются в различных отраслях промыш-
ленности. В  горной технике планетар-
ные передачи применяются в двух-трех 
типах горных машин (очистные комбай-
ны КШ3М, РКУ10, РКУ13, РКУ16; про-
ходческие комбайны 4ПУ, 4ПП2М, 4ПП5; 
погрузочные машины 1ПНБ2, 2ПНБ2, 
1ППН5, ППН4У); в трансмиссиях горно-
транспортных машин (гусеничные и гру-
зовые колесные машины, лебедки, тель-
феры). Используется наиболее надежная, 
простая в изготовлении и монтаже одно-
ступенчатая передача 2К-H [1, 10, 11]. 
Ограниченное применение планетарных 
редукторов в горной технике обусловле-
но особенностью режимов работы гор-

ных машин, большими динамическими 
нагрузками и относительно небольшой 
долговечностью подшипников сателли-
тов [1, 10, 11]. 

Исследованию статических и динами- 
ческих параметров работы планетарных 
передач различных конструкций посвя-
щены работы [12—18]. Ряд задач ди-
намики может быть решен достаточно 
точно без учета упругости нагружаемых 
элементов [12].

При расчетах динамических процес-
сов трансмиссий горных машин необхо-
димо учитывать податливость зубчатых 
передач, которая значительно превыша-
ет податливость валов больших диамет- 
ров и малой длины. Рассмотрены воз-
можности и особенности исследований 
динамических явлений, которые имеют 
место в планетарных механизмах транс-
миссий горнотранспортных машин, при 
этом они представлены как упругие ме-
ханические системы [13—16]. В задачи 
динамики упругих систем входит опре-
деление характера изменения и мак-

machines, it is necessary to account for the gear yielding as it largely exceeds the yielding of shafts 
of large diameters and small length. This article discusses capacities and features of studies into 
dynamic events in the planetary mechanisms of transmission gears of mine dump trucks, shear-
ers and roadheaders as well as loaders when the planetary mechanisms are presented as elastic 
mechanical systems. The study uses a dynamic model of an elementary differential with regard to 
elasticity of components. To this effect, the differential is presented as an equivalent series with 
an inertialess carrier and with basic elements having moments of inertia found from the known 
formulas. The equivalent dynamic model of the elementary differential is presented as a branched 
three-mass system. Moments of elasticity are determined in ganging of the system. The equations 
of motion of each mass make the system of linear uniform differential equations or the system 
of equations of free vibrations of the mechanism; this system can be presented by a set of linear 
algebraic equations. The practical interest lies in the partial solutions of the systems of nonuniform 
differential equations as the make it possible to analyze influence of external loads on the mecha-
nism. The operator method allows finding partial solutions of the linear nonuniform differential 
equations. The obtained systems of equations can be used to solve such problems in the dynamic 
theory of elasticity as determination of the behavior and maximums of dynamic loads on the ele-
ments of the mechanism, periods and frequencies of vibrations, and resonant behavior conditions. 
Key words: dynamic analysis, elementary differential, inertialess carrier, elasticity, differential 
equation. 
For citation: Slobodyanik T. M., Balakhnina E. E. Dynamics of elementary differential composed of 
elastic bodies. MIAB. Mining Inf. Anal. Bull. 2019;(9):204-210. [In Russ]. DOI: 10.25018/0236-1493-
2019-09-0-204-210.
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симальных значений динамических на-
грузок звеньев механизма, периодов и 
частот колебаний, условий резонансного 
состояния механической системы.

Основная часть
Динамическая модель 
элементарного дифференциала
В данной работе предлагается дина-

мическая модель элементарного диффе-
ренциального механизма с учетом упру-
гости звеньев. Для этого дифференциал 
представлен в виде эквивалентного ря- 
да с безынерционным водилом [14, 15, 
17], основные звенья которого имеют 
моменты инерции, определяемые по из-
вестным формулам.

На рис.  1 приведена схема элемен-
тарного дифференциала (элементарный 
ряд) с тремя основными звеньями 1, 2, 

3 и группой сателлитов 4.3 и 3′ — безы-
нерционное и конструктивное водила 
соответственно; C33' — жесткость соответ-
ствующей связи.

Основные звенья элементарного пла-
нетарного ряда имеют моменты инер-
ции, определяемые по формулам [11, 
12, 17]:

I1
Э = I1 + χ1 kI4; I2

Э = I2 + χ2 kI4;

I3
Э = km4 r3

2 + χ3 kI4.	 (1) 

где I1, I2, I4 — моменты инерции централь-
ных колес и сателлита относительно соб-
ственных осей вращения; m4 — масса 
сателлита; k — число сателлитов в эле-
ментарном ряду; r3 — радиус установки 
осей сателлитов в водиле; χ1, χ2, χ3 — ко-
эффициенты канонической формы.
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где ioij — передаточное отношение от зве-
на i к звену j при закрепленном звене o.

Эквивалентную динамическую мо-
дель элементарного дифференциала 
представим в виде разветвленной трех-
массовой системы [17] (рис. 2). На ри-
сунке M1, M2, M3  — внешние моменты, 
действующие на соответствующие зве-

Рис. 1. Кинематическая схема элементарного дифференциального механизма
Fig. 1. Kinematic scheme of elementary differential mechanism

Рис. 2. Динамическая модель элементарного 
ряда с безынерционным водилом
Fig. 2. Dynamic model of elementary series of iner-
tialess carrier



207

нья; Cj0  — приведенная жесткость соот-
ветствующей связи.

Решение уравнения движения 
механизма
Динамические процессы в приводах 

машин существенно зависят от типа дви-
гателя, то есть от его механической ха-
рактеристики. В приводах горных машин 
часто используются асинхронные элект- 
родвигатели с контактными кольцами [9, 
16], рабочий участок механической ха-
рактеристики которых может быть пред-
ставлен отрезком прямой. Тогда значе-
ние момента на валу электродвигателя 
в зависимости от угловой скорости вала 
можно определить из выражения следу-
ющего вида [17]:

M MH
H

1
0

0

�
�
�

� �
� �

,	 (3)

где Mн, ωн — номинальные значения мо-
мента и угловой скорости вала электро-
двигателя; ωo  — угловая скорость вала 
двигателя при отсутствии нагрузки.

Также предполагается, что остальные 
внешние моменты либо постоянны по 
величине, либо являются функциями вре-
мени. Действительно, тормозной момент 
для правильно рассчитанных тормозов 
изменяется в процессе торможения не-
значительно, и его можно считать посто-
янным, а момент сопротивления зависит 
от характера операций, предусмотрен-
ных для той или иной машины.

Используя метод С.Н.  Кожевникова 
[18], будем отыскивать не углы поворо-
та масс, а моменты упругости, возника-
ющие в механических связях системы. 
Уравнения движения для каждой из масс 
системы запишем в следующем виде:
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где ϕj″ — угловое ускорение соответству-
ющей массы; Mj0 — момент, развивае-
мый силами упругости, в соответствую-
щей связи; j = 1, 2, 3.

При составлении системы уравнений 
(4) предполагалось, что все внешние мо-
менты одного знака, и совпадают со зна-
ком углового ускорения соответствующей 
массы. Поскольку внешние моменты, 
действующие на систему, являются функ-
циями различных переменных, то систе-
ма уравнений (4) представляет собой 
систему дифференциальных уравнений с 
разнородными переменными. Приведем 
систему уравнений (4) к виду, когда все 
внешние моменты будут представлять 
собой функции одной переменной  — 
времени. Для этого из первого уравне-
ния системы (4) необходимо исключить 
угловую скорость вала электродвигателя.

Продифференцировав первое и вто-
рое уравнения системы (4) по времени 
и поделив затем каждое из этих уравне-
ний на соответствующий момент инерции, 
вычтем второе уравнение из первого
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Введя в полученное выражение два

новых слагаемых � ��R
I1

2� , 

где R
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H

�
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, и заменяя в одном из

них ���2  значением, найденным из вто-
рого уравнения системы (4), получим:
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Введя в полученное выражение по-
парно два новых слагаемых � ����0  и

� ��R
I1

0� , где ���0  — угловое ускорение уз-

лового сечения «O», будем иметь 
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И наконец, учитывая, что Mj0 = Cj0(ϕj —  
— ϕ0), окончательно получаем
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Составление системы 
дифференциальных уравнений 
механизма
Замечая, что внешние моменты M2 

и M3 являются функциями времени или 
постоянными величинами, можно ана-
логично показанному выше образовать 
разность угловых ускорений соответству-
ющих масс и узлового сечения и после 
умножения на величину соответствую-
щей жесткости связи получить уравне-
ние, в которое войдут моменты сил упру-
гости связей и их производные. 

В результате получим следующую си-
стему дифференциальных уравнений:
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здесь Cj0 — приведенная жесткость соот-
ветствующей связи.

Для определения неизвестных Mj0 не-
обходимо составить еще одно уравнение, 
которое может быть записано в виде ра-
венства нулю суммы моментов сил упру-
гости связей в узловом сечении «O», т.е.

Mjo
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1

	 (10)

Таким образом, система независи-
мых линейных неоднородных дифферен-
циальных уравнений с тремя искомыми 
моментами Mj0 сил упругости связей при-
мет следующий вид:
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(11) 

Приравняв нулю правые части урав-
нений системы (11), получим систему 
линейных однородных дифференциаль-
ных уравнений или систему уравнений 
свободных колебаний механической си-
стемы.
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	(12)

Система дифференциальных уравне-
ний (12) представима в виде системы 
линейных алгебраических уравнений. 
Практический интерес при динамиче-
ском исследовании привода машины 
представляют частные решения системы 
неоднородных дифференциальных урав-
нений (11), поскольку именно они дают 
возможность проанализировать эффект 
приложения внешних нагрузок, действу-
ющих на механическую систему. При-
менив операторный метод, можно найти 
частные решения линейных неоднород-
ных дифференциальных уравнений. 
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Выводы
Для известной эквивалентной дина-

мической модели элементарного диф-
ференциального механизма с упругими 

звеньями получена система независи-
мых линейных неоднородных дифферен-
циальных уравнений для моментов сил 
упругости связей.
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