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Аннотация: В  работе проведены исследования минерального и  элементного составов 
образцов известняка. Показано, что в  образцах присутствуют в  среднем 97,5 % каль-
цита, 2 % кварца, 0,5 % доломита, содержание остальных минералов менее 0,1 %. Для 
известняка данного состава найдены аналитические выражения, позволяющие связать 
измеренные плотность образца и скорость продольных волн со значениями плотности 
известняка и скорости продольных волн образца без пор того же минерального состава. 
По данной функциональной зависимости определены плотность и скорость продольных 
волн в известняке без пор; данные значения верифицированы на основе аналитического 
расчета с использованием уравнения Грина-Кристоффеля, выполненного для среды, со-
стоящей из хаотически ориентированных кристаллов кальцита, кварца, доломита, кото-
рые относятся к тригональному классу симметрии. Для каждого образца найдена общая 
пористость, включающая закрытую и открытую. Выполнены прецизионные измерения 
скоростей продольных и сдвиговых волн с погрешностью менее 0,2 % на основе лазерно-
ультразвуковой структуроскопии. По измеренным скоростям рассчитаны динамические 
модули упругости; установлено, что модули Юнга и сдвига квазилинейно зависят от по-
ристости, а для коэффициента Пуассона не прослеживается четкой связи с пористостью. 
Показано, что комплекс методов, состоящий из минерального анализа образцов и лазер-
но-ультразвуковой диагностики, позволяет определять корреляционные связи динами-
ческих модулей упругости и общей пористости для гетерогенных сред. 
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Введение
Природный камень широко исполь-

зовался на всех этапах развития чело-
вечества при  создании памятников 
искусства и  архитектуры, а  также 
при возведении объектов промышлен-
ного и гражданского назначения [1–4]. 
Примерами могут служить Москов-
ский Кремль, большинство сооруже-
ний которого выполнены из  извест-
няка, современные здания и  станции 
метрополитена из  мрамора, гранита, 
песчаника и т. д. Особое значение при-
обретают задачи подбора образцов 
природного камня из разрабатываемых 
в  настоящее время месторождений 
для реставрации памятников архитек-
туры. При  выборе образцов должны 
учитываться не только их декоративные 
свойства, но и близость физико-механи-
ческих параметров и структурных осо-
бенностей. Среди данных параметров 
особое значение приобретают модули 
упругости и пористость.

В настоящее время открытую пори-
стость определяют по  влагонасыще-

нию в  соответствии с  российскими 
и  зарубежными стандартами. Наибо-
лее широко используемым методом 
измерения полной пористости, вклю-
чающим измерение как открытой, так 
и закрытой пористости, является рент-
геновская томография [5–9].

Для комплексной оценки состояния 
и  внутренней структуры геоматери-
алов эффективно дополнить данный 
метод ультразвуковой диагностикой. 
Однако стандартные ультразвуковые 
дефектоскопы и  томографы, как пра-
вило, работают на определенной резо-
нансной частоте [10,  11], что затруд-
няет определение геометрических 
размеров разномасштабных дефектов 
и  их расположение. Переход к  воз-
буждению и  приему широкополос-
ных ультразвуковых сигналов с помо-
щью пьезопреобразователей приводит 
к  резкому уменьшению излучаемой 
мощности и существенному снижению 
чувствительности, и,  следовательно, 
к сужению динамического диапазона. 
Поэтому представляется перспектив-
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ным использование лазерно-ультра-
звуковой структуроскопии [12,  13] 
и  томографии [14] для  диагностики 
внутренней структуры, оценки пори-
стости, определения локальных упру-
гих свойств природного камня. Как 
показано в работах [14–16], основное 
преимущество данных методов заклю-
чается в  возможности лазерного воз-
буждения мощных ультразвуковых 
импульсов со строго контролируемой 
формой и  регистрации прошедших 
или отраженных сигналов от неодно-
родностей сигналов широкополосным 
пьезоприемником.

В данной работе на основе методов 
лазерно-ультразвуковой структуроско-
пии исследованы структура и  пори-
стость известняков, а также зависимость 
модулей упругости от пористости.

Материалы и методы
Эксперименты выполнялись на об- 

разцах известняка, для  которых был 
проведен комплекс предварительных 
испытаний, включающий в первую оче-
редь изготовление аншлифов и прове-
дение минерального и элементного ана-
лизов с использованием сканирующего 
электронного микроскопа «Phenom 
ProX» (риc. 1), работающего в режиме 
оптического изображения (для  петро-
графического анализа), и электронного 
изображения (для  определения эле-
ментного состава).

Минеральный состав представ-
лен кальцитом, содержание которого 
колебалось в  пределах 97,5–98,3  %, 
незначительным количеством кварца 
(1,5–2,3 %) и доломитом (менее 0,5 %). 
В  элементном составе обнаружено 
незначительное присутствие приме-
сей в  виде кремния (0,2–0,3  %), маг-
ния (0,1–0,2 %), железа (0,1 %), кото-
рые были распределены равномерно 
по  всей поверхности исследуемых 
аншлифов. 

Для измерения локальных скоро-
стей упругих волн, определения по ним 
пористости и локальных модулей упру-
гости использовался эхо-режим лазерно-
ультразвуковой диагностики [15].

Объемная концентрация пор (пори-
стость) образца P, усредненная по всему 
объему образца, определяется как:

	 ,ïîðV
P

V
= 	 (1)

где Vпор — объем пор, V — объем 
образца. Если m — масса образца, то 
ее выражение через плотность ρ может 
быть записано следующим образом:

	
0( ),ïîðm V V V= ρ = ρ − 	 (2)

где ρ — измеренная плотность пори-
стого образца, ρ0 — плотность матери-
ала без пор.

Перепишем формулу (2) в виде:

	 0(1 ).Pρ = ρ − 	 (3)

Известно, что для  значений пори-
стости до  20–25  % справедливо соот-
ношение [14]:

	 2 3 1 2

0

(1 ) ,l

l

V
P

V
= − 	 (4)

где Vl — скорость распространения 
продольной ультразвуковой волны 
в образце, а Vl0— аналогичная скорость 
в идеальном материале без пор.

Риc. 1. Растровый электронный микроскоп 
«Phenom ProX»
Fig. 1. Scanning electron microscope «Phenom 
ProX»
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Выразим пористость через скорость (4):

	
22 3

0

(1 ( ) ) .l

l

V
P

V
= − 	 (5)

Подставим выражение (5) в (3):

	
32 2

0
0

(1 (1 ( ) ) .l

l

V

V
ρ = ρ − − 	 (6)

Таким образом, измеряя для несколь-
ких образцов плотность ρ и  усреднен-
ное по нескольким точкам для каждого 
образца значение скорости продольных 
волн Vl, можно найти параметры ρ0 и Vl0.

Верификация найденного значения 
Vl0 была проведена следующим обра-
зом. Известно, что основные минералы, 
содержащиеся в  известняке (кальцит, 
кварц и  незначительное количество 
доломита), принадлежат к  тригональ-
ному классу симметрии [17]. В  кри-
сталлах тригональной сингонии только 
вдоль трех кристаллографических осей 
[100], [010] и  [001] распространяются 
чисто продольные волны, скорости V1, 
V2, V3 которых определяются диаго-
нальными элементами матрицы жест-
кости C11, C33 [17]:

	 2
1 33,V Cρ = 	 (7)

	 2 2
2 3 11,V V Cρ = ρ = 	 (8)

где ρ — плотность соответствующего 
минерала. 

Во всех остальных направлениях 
распространяются квазипродольные 
волны, фазовые скорости которых 
определяют из  уравнения Грина-Кри-
стоффеля [17], а  их значения могут 
существенно отличаться от  значений 
скоростей чистых мод. Условия суще-
ствования собственных значений фазо-
вых скоростей и собственных векторов 
с компонентами Ul(l = 1, 2, 3) в квази-
продольных и квазипоперечных волнах, 
распространяющихся в  произвольном 
направлении, определяются с помощью 
уравнения Грина-Кристоффеля:

	 2( ) 0,il il lÃ V U− ρ × × δ × = 	 (9)

где V — фазовая скорость в соответству-
ющем направлении, ( 1,2,...,6)ilÃ i =  —  
тензор Кристоффеля, δil — символ Кро-
некера.

Система (9) имеет единственное 
нетривиальное решение, если детерми-
нант, составленный из коэффициентов 
при Ul, равен нулю:

	 2| | 0.il ilÃ V− ρ × × δ = 	 (10)

Например, для  направления [110] 
тригонального класса симметрии ком-
поненты тензора Кристоффеля имеют 
вид:

11 66 12 12 66

22 66 11 13 14

33 44 23 14

2

2

ilÃ C C Ã Ñ Ñ

Ã C C Ã Ñ

Ã C Ã Ñ

= + = +
= + =
= = −

	 (11)

Тогда определитель системы уравне-
ний (10) для данного направления [110] 
с учетом выражений (11) примет вид:

2
11 66 22 66 14

2
12 66 66 11 14

2
14 14 14

2

0

2 2

C C V C C C

C C C C V C

C C C V

+ − ρ × +
+ + − ρ × − =

− − ρ ×

 (12)

Данный определитель эквивален-
тен уравнению третьей степени отно-
сительно ρ×V2, корни которого задают 
фазовые скорости двух квазипопереч-
ных волн и  одной квазипродольной, 
которой соответствует максимальное 
значение.

Поскольку в  известняке минералы 
кальцита и  кварца хаотически ориен-
тированы, то для вычисления скорости 
Vl0 необходимо выполнить усреднение 
по  всем направлениям, что является 
достаточно трудоемкой процедурой. 
Поэтому для оценки Vl0 по известным 
значениям коэффициентов матрицы 
жесткости { }, , 1,...,6ijC i j =  для  каль-
цита, кварца и доломита, приведенным 
в табл. 1, были найдены скорости V1, V2, 
V3 вдоль кристаллографических осей 
[100], [010], [001] и  дополнительно 
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в  направлениях [110], [011] [101] —  
скорости V12, V23, V13  для  каждого 
минерала [17]. 

Полученные усредненные по шести 
направлениям скорости квазипродоль-
ных волн Vl каждого из трех минералов 
также приведены в табл. 1.

С учетом содержания кальцита n1 = 
= 0,975, кварца n2 = 0,020 и доломита 
n3 = 0,005 было вычислено среднее зна-
чение скорости квазипродольных волн 
в образце известняка без пор:
	 0 1 1 2 2 3 3,l l l lV nV n V n V= + + 	 (13)

где Vl1, Vl2, Vl3 — средние значения 
скоростей в минералах, взятые из табл. 
1; n1, n2, n3 — содержание кальцита, 
кварца и доломита, соответственно.

В результате проведенных расчетов 
среднее значение скорости составило 
Vl0 = 5293 м/с.

Результаты и обсуждение
Один из характерных наблюдаемых 

акустических треков сигналов, изме-
ренных для образца известняка, приве-
ден на риc. 2. Первый положительный 
пик, зарегистрированный в  момент 
времени около 4 мкс, распространялся 
от границы оптико-акустического гене-
ратора через призму к  широкополос-
ному пленочному пьезпреобразова-
телю и  служил опорным импульсом. 
Второй пик, зарегистрированный через 
~4,22  мкс, соответствовал отражен-
ному от  границы раздела «генератор-
образец» из-за различия акустических 
импедансов данных сред. Первый 

отрицательный пик, пришедший в про-
тивофазе с  опорным сигналом, соот-
ветствовал ультразвуковому импульсу, 
отраженному от  донной поверхности 
образца. Между первым отраженным 
от свободной поверхности образца сиг-
налом и вторым располагался импульс 
сдвиговой волны значительно мень-
шей амплитуды, возникающий за счет 
граничных условий. Вертикальные 
линии на  риc.  2 являются подвиж-
ными маркерами для  отметки экстре-
мумом соответствующих сигналов. 
Измеряя соответствующие временные 
интервалы при  измеренной толщине 
образца, можно определить локальные 
скорости продольных и сдвиговых волн 
с погрешностью менее 0,2 % [15]. 

Поскольку апертура пьезоприем-
ника составляла 4 мм, то ультразвуко-
вой сигнал «вырезал» из образца эле-
ментарный цилиндр, диаметром 4  мм 
и  высотой, равной толщине образца. 
С  учетом толщины и  времени двой-
ного пробега акустического импульса 
по  образцу рассчитывались скорости 
распространения продольных волн Vli 
в каждом i-ом цилиндре (i = 1, 2,..., 100)  
и выполнялось усреднение по 100 точ-
кам. Средние по каждому образцу зна-
чения скоростей продольных Vl и сдви-
говых Vt волн, а  также измеренные 
плотности ρ для пяти образцов приве-
дены в табл. 2.

График, построенный по  значе-
ниям скоростей и плотности, приведен 
на риc. 3. Из данного графика опреде-
лены Vl0 = 5310 м/с и ρ0 = 2710 кг/м3. 

Таблица 1
Коэффициенты матрицы жесткости и скорости для кальцита, кварца, доломита
Coefficients of the stiffness and velocity matrix for calcite, quartz, dolomite

Порода C11, ГПa C12, 
ГПa

C44, 
ГПa

C33, 
ГПa

C13, 
ГПa

C66, 
ГПa

ρ,кг/м3 Vl, м/с

Кальцит 137 45,2 34,2 79,2 44,8 45,9 2710 5290
Кварц 86,8 7,1 58,3 105,9 –11,9 39,9 2650 5720
Доломит 113 39,8 71 57,4 –19,5 67 2850 4980
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Рис. 2. Рабочее окно лазерно-ультразвукового дефектоскопа
Fig. 2. Working window of laser-ultrasonic flaw detector

Таблица 2
Экспериментальные значения плотностей и скоростей упругих волн
Experimental values of densities and velocities of elastic waves

№ ρ, кг/м3 Vl, м/с Vt, м/с

1 2334 4433 2390

2 2360 4540 2420

3 2471 4758 2531

4 2199 4289 2043

5 2439 4696 2508

Рис. 3. График зависимости плотности известняка от скорости продольных волн
Fig. 3. Graph of the dependence of the density of limestone on the speed of longitudinal waves
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С использованием формулы (3) 
и полученной плотности ρ0 была рас-
считана объемная пористость каждого 
из  образцов, значения которой приве-
дены в табл. 3. По измеренным скоро-
стям упругих волн и плотности рассчи-
таны модуль Юнга E, модуль сдвига G 
и коэффициент Пуассона ν:

2 21
(3 ), ,

1
2

,
2( 1)

t tE V G E V
x

x

x

= ρ − = = ρ
−

−
ν =

−
	 (11)

где x = (Vl / Vt)2.
Приведенные в  табл. 3 значения 

физико-механических характеристик 
показывают квазилинейную зависи-
мость модулей Юнга и сдвига от пори-
стости. Эти величины прямо пропорци-
онально уменьшаются при возрастании 
пористости. При  этом для  коэффици-
ента Пуассона не обнаружено его взаи-
мосвязи с пористостью.

Заключение
В работе проведены исследования 

минерального и  элементного соста-
вов образцов известняка. Показано, что 
в образцах присутствуют в среднем 97,5 % 
кальцита, 2  % кварца, 0,5  % доломита, 
содержание остальных минералов менее 
0,1 %. Для известняка данного состава:

1)	получены аналитические выра-
жения, позволяющие связать измерен-
ные плотность образца и скорость про-

дольных волн со значениями плотности 
известняка и  скорости продольных 
волн образца без пор того же минераль-
ного состава;

2)	по данной функциональной зави-
симости определены плотность и ско-
рость продольных волн в  известняке 
без пор; данные значения верифи-
цированы на  основе аналитического 
расчета с  использованием уравнения 
Грина-Кристоффеля, выполненного 
для  среды, состоящей из  хаотически 
ориентированных кристаллов кальцита, 
кварца, доломита, которые относятся 
к тригональному классу симметрии;

3)	найдена общая пористость 
(для  каждого образца), включающая 
закрытую и открытую;

4)	выполнены прецизионные изме-
рения скоростей продольных и сдвиго-
вых волн с погрешностью менее 0,2 % 
на  основе лазерно-ультразвуковой 
структуроскопии;

5)	 по измеренным скоростям рассчи-
таны динамические модули упругости; 
установлено, что модули Юнга и сдвига 
квазилинейно зависят от  пористости, 
а  для  коэффициента Пуассона не  про-
слеживается четкой связи с пористостью.

Таким образом, комплекс методов, 
состоящий из  минерального анализа 
образцов и  лазерно-ультразвуковой 
диагностики, позволяет определять 
корреляционные связи динамических 
модулей упругости и  общей пористо-
сти для гетерогенных сред.

Таблица 3
Пористость и модули упругости образцов известняка
Porosity and elastic moduli of limestone samples

№ P, % E, ГПа G, ГПа ν
1 13,8 34,5 13,3 0,31
2 12,9 36,0 13,8 0,30
3 8,8 41,4 15,9 0,30
4 18,9 24,8 9,2 0,34
5 10,1 39,1 15,3 0,27
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