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фракции в зависимости от определенных параметров устройства. При определении ве-
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процессах концентрация точек этого множества, согласно методу Гиббса, представляет 
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анализ полученных теоретических и экспериментальных результатов показали хорошую 
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Введение
На сегодняшний день в отработку 

вовлечены россыпные месторождения 
с преобладанием мелкого и тонкого 
золота, представленного, в  основном, 
в трудноизвлекаемой форме. 

В связи с этим, основной задачей при 
обогащении золотосодержащих россы-
пей, содержащих мелкое золото, ста-
новится модернизация существующих 
технологий переработки и обогащения, 
в том числе создание новых рациональ-
ных геотехнологий, отвечающих совре-
менным требованиям эффективности 
производства [1—6].

Для решения этой задачи сотрудни-
ками лаборатории ОПИ исследовались 
особенности поведения разных мине-
ральных частиц с различной плотно- 
стью и формой, увлекаемых восходящим 
потоком воды по наклонной поверхно-
сти. Был разработан и создан крутона-

клонный концентратор принципиально 
новой конструкции [7]. 

Постановка задачи
В ходе реализации идеи создания 

крутонаклонного концентратора были 
разработаны и испытаны несколько ла- 
бораторных вариантов. Наиболее важ-
ными факторами, влияющими на эф-
фективность разделения минералов по 
плотности в данном концентраторе, яв-
ляются: скорость подачи воды и исход-
ной пробы, поперечный угол наклона 
рабочей поверхности и угол наклона хво-
стовой части [8]. 

Для определения рациональных кон-
структивных и режимных параметров 
процессов гравитационного разделения 
минеральных частиц в крутонаклонном 
концентраторе как многофакторного про- 
цесса необходима разработка математи-
ческой модели [9, 10].
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В работе [11] рассматривается раз-
работка математической модели движе-
ния частицы на наклонной поверхности 
под действием потока воздуха. В работе 
[12] представлены результаты экспери-
ментальных исследований движения ча- 
стицы в водной среде.

В работе [13] рассматриваются про-
цессы в мельнице с воздушным пото- 
ком c применением компьютерного мо-
делирования. Для разработки модели 
коллективного движения частиц преж- 
де всего необходимо определение веро-
ятности положения частицы на рабочей 
поверхности устройства. В работах [11, 
14] определены вероятности положений 
частицы на рабочей поверхности вин-
тового пневмосепаратора [15]. Для опи-
сания движения частицы используется 
идея метода Гиббса [16], при котором 
вместо последовательных (по времени) 
состояний системы вводится ансамбль, 
представляющий собой совокупность 
состояний многих систем с определен-
ными начальными условиями. 

На рис. 1 представлена схема движе-
ния частиц в лабораторной модели кру-
тонаклонного концентратора. Из угла 1 
выходит поток воды (пунктирная ли-
ния 2). Недалеко от точки 1 в поток по-
падает исследуемая частица и движется 
под действием силы потока воды, силы 
реакции наклонной плоскости (угол на-
клона β), силы трения и силы тяжести 
по некоторой траектории (сплошная 
кривая 3) в зависимости от начальной 
скорости. При этом начальная скорость 

частицы имеет произвольное направле-
ние от 0° до 90° (угол отсчитывается от 
нижнего горизонтального ребра).

Задачей работы является определе-
ния возможных траекторий частицы 
(или траекторий «возможных» частиц) 
в зависимости от угла наклона рабочей 
поверхности и от массы частицы. Затем 
вдоль траекторий определяются поло-
жения частицы за одинаковый проме-
жуток времени. Полученное множество 
возможных положений частицы рассмат- 
ривается как некоторое пространство 
состояний и согласно методу ансамб-
лей Гиббса [14, 16] при стационарных 
процессах концентрация частиц в этом 
пространстве определяет распределе-
ние вероятностей местонахождения ча-
стицы. Задача определения вероятности 
положения одной частицы в устройстве 
появляется при разработке математиче-
ских моделей коллективного движения 
частиц. Траектории частицы на рабочей 
поверхности устройства определяются 
законом движения, который получается 
интегрированием уравнения движения. 
Поэтому прежде всего требуется соста-
вить уравнение движения частицы в уст- 
ройстве.

Математическая модель 
движения частицы в устройстве
Для решения задачи необходимо соз- 

дать математические модели устройст- 
ва, потока жидкости и движения части-
цы по рабочей поверхности устройства. 
Математическая модель устройства пред-
ставляет собой четырехугольную приз- 
му небольшой толщины, внутри кото-
рой происходит ламинарное течение 
воды, рассматриваемой как идеальная 
и несжимаемая жидкость. Жидкость ис-
ходит из нижнего угла призмы и стекает 
через отверстие на верхнем противопо-
ложном углу. Уравнение непрерывности 
для несжимаемой жидкости имеет вид

divu = 0,	 (1)

Рис. 1. Схема движения частиц в модели
Fig. 1. Pattern of particle motion in model
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где u —скорость жидкости. Из (1) сле-
дует уравнение баланса потоков

S1u1 = S2u2,	 (2)
что приводит к изменению скорости по-
тока воды по закону

u u r
r
er= 0 0
1 .	 (3)

Скорость потока воды уменьшается 
с расстоянием от точки истока.

Уравнения движения частиц на ра-
бочей поверхности устройства:

mR Fi i
 = ,	 (4)

где Ri  — радиус вектор i-й частицы, 
m — ее масса,

F a u vvi i� �( )—	 (5)
сила, действующая на i-ю частицу; Fvi = 
=  a(u  — vi)  — сила действия пото-
ка воды, здесь используется формула 
Стокса; a — коэффициент сопротивле-
ния при движении тела в среде, завися-
щий от характеристики среды, формы 
и свойств тела; vi —скорость движения 
тела; g gez g� � �  — ускорение свобод-
ного падения; 

N mg e mg ey z� � �sin cos cos� � �2  — 

сила реакции поверхности; β  — угол 
наклона плоскости. Уравнения (4), (5) 
решаются численным методом Рунге-
Кутты 4 порядка. В результате решения 
получаются законы движения Ri(t) и за-
коны изменения скоростей частиц vi(t).

Согласно модели частицы вначале 
движутся под действием потока воды 
наверх, затем при ослаблении силы по-
тока под действием силы тяжести  — 
вниз. Концентрации частиц также оп- 
ределяются численным методом, изло-
женным в работе [13].

С целью проверки этой математи-
ческой модели в лаборатории обогаще-
ния полезных ископаемых ИГДС СО 
РАН разработана экспериментальная 
установка, схема которой совпадает 
со схемой, представленной на рис. 2. 
В качестве исследуемой частицы были 
использованы свинцовые, медные и 

алюминиевые маркеры. Установка пред- 
ставляет собой прямоугольный парал-
лелепипед, расположенный под неко-
торым углом к горизонту, который из-
меняется в ходе эксперимента (рис. 2). 
Через патрубок 1, находящийся в ниж-
нем левом углу, поступает стационар-
ный поток воды, который уходит через 
сливной патрубок 3. Маркеры подают-
ся около точки истока 4 и, двигаясь под 
действием потока воды и силы тяжести 
по наклонной плоскости 2, попадают 
в камеры  5, расположенные в нижней 
части емкости. Количество маркеров в 
камерах позволяет оценить распределе-
ние частиц в установке.

На рис.  3 представлены графики 
сравнения теоретических результатов 
с экспериментальными при скорости 
2,58  м/с потока воды при различных 
углах наклона плоскости устройства.

Адекватность разработанной модели 
следует из того, что при больших углах 
наклона уменьшается наиболее вероят- 
ное расстояние падения маркера на ниж-
нюю часть устройства. С увеличением 
угла наклона увеличивается значение 
силы, направленной параллельно рабо- 
чей плоскости (тангенциальная), обус- 
ловленной силой тяжести. Поэтому ча- 
стица, движущаяся под действием по-
тока воды, быстрее падает вниз при 

Рис. 2. Схема модели экспериментальной установки
Fig. 2. Layout of pilot installation
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больших углах наклона. Как видно из 
рис. 3, при углах наклона 70°, 80°, 90° и 
близких к 90° наиболее вероятное рас-
стояние падения маркеров стремится к 
некоторой постоянной величине, т.е. не 
изменяется. Это связано с тем, что при 
таких углах наклона сила реакции по-
верхности фактически не действует на 
маркер, и движение происходит практи-
чески под действием силы потока воды 
и силы тяжести.

На рис.  4 представлены графики 
сравнения теоретических результатов с 
экспериментальными при исследовании 
движения маркеров с различной массой 
(свинцовый Pb, медный Cu, алюминие- 
вый Al) при скорости 2,58  м/с потока 
воды, угле наклона плоскости 60°. Из 
рис. 4 видно, что при одинаковых ус-

ловиях на наиболее вероятное расстоя-
ние падения маркера на нижнюю часть 
устройства влияет масса маркера. Чем 
массивнее маркер, тем слабее перено-
сится потоком воды (является более 
инертным) и быстрее оказывается на 
дне устройства под действием силы тя-
жести. Поэтому более легкие маркеры 
уходят дальше под действием потока 
воды. Теоретические и эксперименталь-
ные зависимости, представленные на 
рис. 4, хорошо подтверждают этот факт.

Заключение
Из результатов натурного экспери-

мента следует, что при скорости и пере-
менном угле наклона рабочей поверх-
ности расстояние, на которое падает 
частица, монотонно увеличивается. Это 

Рис. 3. Графики сравнения теоретических результатов с экспериментальными в зависимости от угла 
наклона рабочей поверхности модели (от 40° до 90°): теоретические распределения вероятности ме-
стонахождения маркеров в нижней части устройства, по горизонтальной оси расстояния от источника 
воды в см (а); экспериментальная зависимость количества маркеров от расстояния источника в см (б)
Fig. 3. Comparison of theoretical and experimental results against work face angle of slope (40°–90°). Theoretical 
probability distribution of positions of markers at the bottom of the facility. Horizontal axis shows distance from 
water source in centimeters (a). Experimental curve of number of markers and distance to water source (cm) (b)
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связано с природой действующих на ча-
стицу сил, что хорошо описывается раз-
работанной математической моделью. 

Исследования с маркерами различ-
ной массы (свинцовый Pb, медный Cu, 
алюминиевый Al) показали, что с из-
менением массы маркера характер из-
менения значения вероятности также 
совпадает с теоретическим предсказа-
нием. Таким образом, разработанная 

математическая модель и предложен-
ный метод определения вероятности 
достаточно хорошо описывают экспе-
риментальные данные. Использование 
результатов моделирования позволит уп- 
равлять разделительными процессами 
частиц в рабочей зоне крутонаклонно-
го концентратора (разработка ИГДС СО 
РАН), оптимизировать его параметры и 
совершенствовать конструкцию. 

Рис. 4. Графики сравнения теоретических результатов с экспериментальными при исследовании дви-
жения маркеров с различной массой: экспериментальная зависимость количества маркеров от рас-
стояния источника (в cм) для свинцового, медного и алюминиевого маркеров (а); теоретические рас-
пределения вероятности местонахождения маркеров (свинцовый Pb, медный Cu, алюминиевый Al)  
в нижней части устройства, по горизонтальной оси расстояния от источника воды в м (б)
Fig. 4. Comparison of theoretical and experimental results on motion of markers of different weight. Experi-
mental curve of markers versus distance to water source (in cm) for lead, copper and aluminum markers (a). 
Theoretical probability distribution of positions of markers (lead Pb, copper Cu, aluminum Al) at the bottom  
of the facility. Horizontal axis shows distance from water source in meters (b)
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