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Аннотация: При проектировании горных работ актуальной задачей является оценка 
прочности планируемых подземных сооружений. Важную роль в таких расчетах играет 
математическое моделирование. Разработана математическая модель для расчета напря-
женно-деформированного состояния нарушенного породного массива, которая учиты-
вает анизотропные свойства среды. Модель работает в случае, когда в породе имеются 
сравнительно небольшие неоднородности и внутренние напряжения. Для построения 
работы использовалась стохастическая теория потенциала и математическая теория 
упругости. Построен комплексный стохастический потенциал напряженно-деформиро-
ванного состояния анизотропной среды. С его помощью поставлены краевые задачи для 
определения неизвестных напряжений и деформаций. Разработан алгоритм их решения. 
Отличием указанных краевых задач от используемых краевых задач классической теории 
упругости является то, что детерминированные краевые условия заменяются на стоха-
стические. Это позволяет расширить область применения модели на породы, которые не 
являются абсолютно однородными. Предложенная форма стохастического комплексного 
потенциала позволяет учитывать внутренние напряжения породы. Расширяются возмож-
ности применения численных методов. Для иллюстрации работы алгоритма приведено 
решение основной задачи теории упругости для анизотропной среды, ослабленной от-
верстием, близким к эллиптическому. 
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Введение
В результате извлечения полезных 

ископаемых в недрах образуются зна-
чительные по объему пустоты и проис-
ходит образование различных наруше-
ний, которые приводят к значительному 
ослаблению породного массива в зоне 
ведения горных работ. Степень воздей-
ствия горного производства и класси-
фикация нарушений приведена в работе 
[1]. Применение технологии с заклад-
кой выработанного пространства значи-
тельно уменьшает количество образую-
щихся пустот [2], но не приводит к их 
полной ликвидации. Образовавшиеся 
пустоты и ослабленный породный мас-
сив приводят к изменению напряженно-
деформационного состояния массива 
горных пород, что существенно влияет 
на прочность подземных сооружений и 
безопасность ведения горных работ [3, 
4]. В этой связи одной из важнейших 
задач при проектировании подземных 

горных работ является оценка прочно-
сти и безопасности подземных соору-
жений. Для этого эффективно приме-
няются методы математического [5—8] 
или компьютерного [9] моделирования. 
Достаточно часто при этом возникают  
задачи по определению напряженно-де-
формированного состояния неоднород-
ного массива [10] или однородной упру-
гой среды, ослабленной различными 
пустотами и нарушениями, образующи-
мися в ходе проведения горных работ и 
извлечения полезного ископаемого [11, 
12]. В работах Г.В. Колосова и Н.И. Му- 
схелишвили [13] было показано, что в 
случае упругой деформации изотропно-
го тела основные задачи теории упру-
гости сводятся к краевым задачам для 
аналитических компонент бигармони-
ческой функции. К настоящему времени 
теория классических краевых задач для 
бианалитических функций достаточно 
развита [14—16]. Разработаны методы 
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применения краевых задач для биана-
литических функций для решения задач 
изотропной теории упругости. 

В то же время, горные породы лишь 
приближенно можно считать изотропны- 
ми. Для более точного описания напря-
женного состояния, особенно при пре-
дельных нагрузках, приводящих к обра- 
зованию трещин, необходимо учитывать 
анизотропные свойства породы [11, 17]. 
Наиболее полный разбор основных клас-
сических задач анизотропной теории 
упругости и их приложений к решению 
практических задач дан в работе [18].

В основе исследований упругих 
свойств анизотропных сред лежит ис-
пользование функции комплексного по-
тенциала. В отличие от изотропного 
случая, анизотропный комплексный по-
тенциал и краевые условия для его оп- 
ределения имеют достаточно сложную 
структуру [19, 20], что существенно ос-
ложняет решение основных задач.

Помимо использования классическо-
го комплексного потенциала, для реше-
ния задач теории упругости можно эф-
фективно использовать стохастический 
потенциал [21—23]. Использование сто- 
хастического комплексного потенциала 
позволяет существенно ослабить требо-
вания к граничным условиям. Это при-
водит к тому, что задачи теории упру-
гости становятся применимы к средам, 
которые только приближенно является 
однородными.

Целью работы является разработка 
математической модели для исследова-
ния напряженно-деформированного со-
стояния упругого тела с учетом анизо-
тропии и небольшой неоднородности. 
Необходимо принять во внимание, что 
предлагаемая модель остается приемле-
мой в том случае, если в исследуемом 
породном массиве присутствуют внут- 
ренние напряжения.

Для достижения цели работы стро-
ится общий вид комплексного стохасти-

ческого анизотропного потенциала, да-
ются постановки основных задачи тео-
рии упругости, приводится алгоритм их 
решения.

Методы исследования
Детерминированная модель 
Исследование классических задач 

теории упругости с помощью комплекс-
ного потенциала основано на свойствах 
сингулярного интеграла Коши.

Определение 1. Сингулярным интег- 
ралом типа Коши называется интеграл 
вида:

� Z
I z

d
L

� � � � �
��

1
2�

� �
�

� . (1)

Функция ϕ(t) называется плотно-
стью, 1/(t—z) — ядром интеграла типа 
Коши; L — контур, ограничивающий 
область, занятую телом.

Заметим, что плотность не обязатель-
но должна быть граничным значением 
аналитической функции. Достаточно по- 
требовать гладкости функции (условие 
Гельдера).

Эффективность применения интег- 
рала типа Коши связано с тем, что он 
позволяет обходить сингулярности, воз-
никающие на границе образца. Данное 
свойство отражено в следующей теореме.

Теорема 1 (Сохоцкого-Племеля). Ин- 
теграл типа Коши имеет предельные 
значения F+(t) и F–(t) при стремлении к 
точке t изнутри и извне соответственно, 
которые выражаются следующим обра-
зом:

�� � � � � � � � � �
��t t

I t
d

L

�
�

� �
�

�
1
2

. (2)

В случае, когда тело обладает анизо-
тропией общего вида, неизвестные ком-
поненты напряжений и смещений выра-
жаются через функцию F, называемую 
комплексным потенциалом, который, 
как показано в работе [18], имеет вид:

F F z F z F z� � � � � � � � �1 1 2 2 3 3 . (3)
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Комплексный потенциал (3) удовлет-
воряет уравнению

D D ReF1 6 0� � . (4)

Здесь D
x yk k�
�
�

�
�
�

� , mk — комп-

лексные постоянные (решения характе-
ристического уравнения).

Для удобства работают не c самими 
функциями Fk(zk), а с их производными 
Fk(zk).

Приведем теперь математическую 
модель первой основной задачи теории 
упругости тел, обладающих анизотро-
пией общего вида.

Определить функции Fk(zk) (k = 1, 2, 3) 
по краевым условиям.

2

2

2

1 2 3 1

1 1 2 2 3 3 2

1 1 2 2

Re ,

Re ,

Re

� � �

� � �

� �

� �� � � � �
� �� � � � �
�

f s

f s� � �

� � ��� � � � ��3 3f s .

 (5)

Здесь fk — заданные на контуре L 
функции, определяемые внешними на-
грузками и формой контура. Обычно по- 
лагается, что функции fk принадлежат 
классу Гельдера.

Построение стохастической модели
Расширим требования к граничным 

условиям. Положим, что нагрузки и фор- 
ма контура являются случайными функ- 
циями. Ввиду невозможности выразить 
решение задачи (5) через компоненты 
функции (3) необходимо в данном слу-
чае перейти к стохастическому комп- 
лексному потенциалу.

Краевые условия для случайных про- 
цессов будем формулировать, исполь-
зуя понятие первого момента выхода.

Определение 2 [17, c. 145]. tD назы-
вается первым моментом выхода слу-
чайного процесса Ито Z(t) из D, если 

�D t Z t D� � �� �inf , ( )0 .

Переход от аналитической функции 
к случайной аналитической функции 

проведем, используя характеристиче-
ский оператор диффузного процесса.

Определение 3. Пусть {Z(t)} — диф-
фузионный процесс Ито. Характеристи- 
ческий оператор А процесса {Z(t)} опре-
деляется формулой

Af z
M f Z f z

MU z

U

U

( ) lim
( ( ) ( )

( )
�

� � �
�

�
�

. (6)

Здесь через U обозначаются множе-
ства Uk, стягивающиеся к точке z. 

Определение 4. Функция F(z) назы-
вается случайной аналитической функ-
цией, если AF = 0.

Стохастическим аналогом формул 
Сохоцкого-Племеля является формула 
Дынкина. 

Теорема 2 (Формула Дынкина). Пусть 
f — непрерывная в среднем квадрати-
ческом функция, и пусть t — момент 
остановки, причем M f Z

D�� �� � � � . Тогда 

M f Z f z M Af Z ds
D s�

�

� �� � � � � �
�
�
�

��

�
�
�

��
�( )
0

. (7)

Введем понятие стохастического 
комплексного потенциала. 

Пусть w — открытая область на пло-
скости комплексного переменного z = 
= x + iy. Области wk (k = 1, 2, 3) соот-
ветствуют области на плоскостях zk = 
= xk + iyk. 

Определение 5. Функция Ψ называ-
ется стохастическим комплексным по-
тенциалом, если

M

M Z Z Z
w w w

( )

( ) ( ) ( )

�

� � �

�

� � �� �1 1 2 2 3 3� � �

 (8)

для всех zk ∈ Dk всех открытых ограни-
ченных множеств wkm, замыкание кото-
рых принадлежит Dk. Здесь Ψk — слу-
чайная аналитическая функция в соот-
ветствующей области.

Сам стохастический потенциал в об- 
щем случае аналитической функцией 
не является.

Докажем следующее утверждение.
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Теорема 3. Пусть Ψ — стохастиче-
ский комплексный потенциал, заданный 
в области D, тогда 

A A A1 2 3 0Re� � . (9)
Здесь Ak — характеристический опе-

ратор, действующий в области Dk.
Доказательство. Из определения ха-

рактеристического оператора (4) следует

A z z3
1
2

3
2 1

2
1 2

2
2

1
1

Re Re� � ��
�
�

� � � � �� �� � � ��
�

,

A A z2 3
1
2 2

3
2

2
2 1

4
1

1

1 1
Re Re� ��

�� �
�� � �� � � �� �� ��

� �

A A A1 2 3 0Re� � . 
что требовалось доказать.

Докажем обратное утверждение.
Теорема 4. Если для функции �� � �C 6  

выполняется условие (9), то сама функ-
ция имеет вид (8).

Доказательство. Для доказательства 
предложения последовательно восполь-
зуемся формулой Дынкина (6).

A A M Z

A A A ds M Z
w zl

D

2 3 1 1

0
1 2 3 1 1

1

Re Re

lim Re Re

� �

� �

� � �� � �

� � � �� �
� �

�

�

�

,

A M Z

M Z

A A ds M
w zl

D

3 1 1

2 2

0
2 3

2

Re Re

Re

lim ( Re

� �

�

�

� � �� � �
� � �� � �

� �
� �

�

�

�

RRe )

Re

�

�

1

2 2

� � �

� � �� �

ds

M Z�

,

M

M Z Z Z
D D D

�

� � �

� � �
� � � � � � � � �� �1 1 2 2 3 3� � .

Заметим, что функция Ψ восстанав-
ливается по действительной части с точ-
ностью до постоянного слагаемого.

Таким образом, стохастический комп- 
лексный потенциал можно записать в 
виде

� � � �� � � � � � � � �1 1 2 2 3 3Z Z Z . (10)

Сформулируем математическую мо-
дель первой основной задачи теории 
упругости для анизотропного тела в сто-
хастической постановке.

Определить случайный вектор
 � � �1 1 2 2 3 3Z Z Z� � � � � �� �, ,  

по краевому условию
Re[ ]

,

Re

� � � � � �

�

� � � �

1 1 2 2 3 3

1

1 1 1 2 2

� � �

�

�� �

D D D

D

D

f

� � � � � � � � �
� � �
� � � 22

3 3 3 2

1 1 1 2 2 2

�

� �

� �

�

� �

D

D D

D D

f

� � ���
� � ��� � � �

� � � � � ���
�

� � �

� � � �

,

Re

�� � �3 3 3� �D Df� ��� � � �.

 (11)

Здесь fk D��� � �  — заданные на кон-
туре случайные функции, непрерывные 
в среднем квадратическом; {m1, m2, m3}, 
{ν1, ν2} — комплексные постоянные, ус- 
ловия (11) выполняются почти наверное.

Алгоритм решения  
первой основной задачи
Функции Ψ1(Z1), Ψ2(Z2), Ψ3(Z3) мож-

но рассматривать и как случайные ана- 
литические функции обычных комп- 
лексных переменных zk = xk + iyk, где

xk = x + aky,  yk = bky, (k = 1, 2, 3).

При этом указанные функции будут 
определены в областях D1, D2, D3 соот-
ветственно, полученных из области по-
перечного сечения D путем аффинного 
преобразования. Точке A контура L об-
ласти D, определяемой дугой s, долж-
ны аффинно соответствовать точки A1, 
A2, A3 на контурах L1, L2, L3 областей D1, 
D2, D3.

Пусть функции w0(ζ), w1(ζ), w2(ζ) и 
w3(ζ) конформно отображают области 
D1, D2, D3 соответственно на внутрен-
ность единичного круга g. Обозначим 
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обратные функции через wk
–1(zk) (k =  0, 

1, 2, 3). При отображении границ L, L1, 
L2, L3 точки A, A1, A2, A3, находящиеся 
в аффинном соответствии, перейдут в 
точки s, s1, s2, s3 единичной окружно-
сти G. Возникает так называемый сдвиг. 

Выразим s1, s2, s3 через перемен-
ную s:
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Функции αk называют функциями 
сдвига.

Перепишем краевые условия (12) в 
следующем виде
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Здесь �� � ��� �k k k k D� �� � � � �� � .

Для решения системы (13) применим 
комбинированный метод, основанный 
как на использовании теории стохасти-
ческого потенциала, так и на теории де- 
терминированных краевых задач. Пере- 
пишем краевые условия (13) в следую-
щем виде
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Краевые условия (14) представляют 
собой стохастические задачи Дирихле  
для Z-аналитических (X-гармонических) 
функций. 

Считая временно функции Qk (k = 1, 
2, 3) известными, решим задачи (14). 
Получим 
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Здесь
� � � �k k � �� � � .

Краевые условия (15) являются де-
терминированными.

Перейдем в первом уравнении (15) к 
граничным значениям.

Учитывая, что
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Здесь функции A2(s, s0), A3(s, s0), 

B3(s, s0), являются ядрами Фредгольма. 
Аналогично продолжим работу со 

вторым и третьим условием (15). 
Получим 
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Через Q2(s) обозначены заданные 
функции, зависящие от M(g1), M(g2), 
αk(s) (k =  1, 2).
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где A33(s, s0), B33(s, s0) — известные ядра 
Фредгольма; Q3(s) — заданная функция.

Решая задачу (19), определим функ-
цию ψ3(ζ). Подставим полученное вы-
ражение в уравнение (18), найдем функ-
цию ψ2(ζ). Подставляя краевые значения 
функций ψ2(ζ) и ψ3(ζ) в краевое условие 
(17), найдем функцию ψ1(ζ).

Сформулируем полученный резуль-
тат в виде теоремы.

Теорема 5. Решение краевой задачи 
для стохастического комплексного по-
тенциала сводится к решению трех сто- 
хастических задач Дирихле для Z-ана- 
литических функций (15) и последова-
тельного решения детерминированных 
задач Гильберта с интегральными ядра-
ми (19) и (17).

Пример. В качестве примера рассмот- 
рим случай бесконечной анизотропной 
пластинки с эллиптическим отверсти-
ем, свободным от внешних усилий с 
учетом исследований [11].

Пусть напряженное состояние на 
бесконечности представляет собой рас-
тяжение усилиями р, составляющими 
угол α с осью OX. 

Запишем приведенные краевые ус-
ловия
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где B1, B2, C2 — постоянные.
Функция, отображающая внутрен-

ность единичной окружности на внеш-
ность эллипса, имеет вид
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Особенность рассматриваемой обла-
сти (бесконечной плоскости с эллипти-
ческим отверстием) состоит в том, что 
при конформном отображении точки z1, 
z2 и z (здесь z принадлежит границе об-
ласти) переходят в одну точку единич-
ной окружности на плоскости ξ. 

С учетом того, что 
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преобразуем приведенные условия к сле-
дующему виду:
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где kn (n = 1, …, 4) — определенные кон-
станты.

Граничные условия (13) примут вид.
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Краевые условия (20) представляют 
собой две стохастических задачи Ди- 
рихле для Z-аналитических функций. 
Решая их, получим
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Возвращаясь к исходным координа-
там, получим
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Напряженное состояние тела опре-
делим по формулам
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Выводы
В статье теоретически разработана 

математическая модель для расчета нап- 
ряженно-деформированного состояния 
упругого тела. Отличие предлагаемой 
модели состоит в том, что она, во-первых, 
работает с анизотропными средами за 
счет введения в краевые условия функ-
ции сдвига; во-вторых, модель является  
стохастической, что позволяет приме-
нять ее для почти однородных тел и в ус-
ловиях неполной информации об упру-
гих характеристиках среды; в-третьих, 
благодаря увеличению аналитических 
компонент в стохастическом комплекс-
ном потенциале до трех, можно учиты-
вать внутренние напряжения в образце. 
Указанные особенности позволяют рас-
считывать, что построенная математи-
ческая модель будет эффективна при 
расчете прочности подземных сооруже-
ний и других объектов.

Дальнейшее развитие работы видится 
в разработке численных методов по реа- 
лизации теории. Здесь можно предло-
жить помимо традиционных подходов,  
таких как приближенной построение кон-
формно отображающих функций, приб- 
лижения отверстий к эллиптическому, 
метод статистических испытаний. 

Также важным направлением даль-
нейших исследований может быть изу- 
чение роста трещин в анизотропной 
среде при переходе от упругого к пла-
стическому состоянию. 
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