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Аннотация: В горной промышленности широко используются двигатели постоянного тока, 
поэтому большое значение придается задачам, связанным с исследованием и моделирова-
нием электромагнитного поля в их рабочем объеме. Для моделирования электромагнит-
ного поля чаще всего применяются компьютерные программы, основанные на численных 
алгоритмах решения полевых уравнений. Но вместе с тем не теряют актуальности анали-
тические методы, которые можно считать разновидностью численных методов, поскольку 
их практическая реализация затруднена или вовсе невозможна без использования ком-
пьютеров. Именно к  такого рода методам расчета и  моделирования электромагнитных 
полей относятся решетчатые схемы замещения. Решетчатая схема замещения создается 
на основе фундаментальных законов теории электромагнитного поля (закона полного тока 
и закона электромагнитной индукции) и представляет собой разветвленную электриче-
скую цепь из активных и реактивных элементов, аналогом напряжения в которой служат 
составляющие векторного магнитного потенциала, а аналогом тока — составляющие векто-
ра напряженности магнитного поля. Настоящая статья посвящена синтезу решетчатой схе-
мы замещения двигателя постоянного тока, входящего в состав привода подъемно-транс-
портного устройства горнорудного оборудования. Статор двигателя явнополюсный, ротор 
неявнополюсный. Магнитная проницаемость полюсов статора и зубцов ротора постоянна. 
Токи в обмотке возбуждения и в пазах ротора заданы в исходных данных задачи. Расчет 
поля осуществляется на двойном полюсном делении двигателя для некоторого фиксиро-
ванного момента времени. Тестовые расчеты свидетельствуют о довольно высокой точности 
решетчатой схемы замещения двигателя постоянного тока.
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1. Введение
При создании и совершенствовании 

электротехнических устройств, входя-
щих в  состав горнорудного оборудо-
вания (в  частности  — электрических 
машин), большое значение придается 
расчету и моделированию электромаг-
нитного поля этих устройств. В насто-
ящее время для моделирования 
электромагнитного поля чаще всего 
применяются компьютерные про-
граммы, основанные на  численных 
алгоритмах решения полевых уравне-
ний. Но вместе с тем не теряют акту-
альности расчетные методы, которые, 
с  одной стороны, принято относить 
к аналитическим, а с другой стороны, 
можно считать разновидностью чис-
ленных методов, поскольку их прак-
тическая реализация затруднена или 
вовсе невозможна без использова-
ния компьютерного моделирования. 
Именно к такого рода методам расчета 

и  моделирования электромагнитного 
поля относятся решетчатые схемы 
замещения электрических машин, раз-
работанные в Новосибирском государ-
ственном техническом университете 
профессором А. И. Инкиным и автором 
настоящей статьи.

Решетчатая схема замещения пред-
ставляет собой разветвленную электри-
ческую цепь из активных и реактивных 
элементов, с  помощью которой моде-
лируется двумерное электромагнитное 
поле электрической машины. Решет-
чатую схему целесообразно создавать 
и рассчитывать с помощью компьютер-
ных программ для моделирования элек-
трических цепей (например, с  помо-
щью программы Multisim).

Решетчатые схемы замещения, соче-
тающие в себе методы теории электро-
магнитного поля и  методы теории 
электрических цепей, можно весьма 
эффективно использовать при иссле-
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довании электрических двигателей 
и генераторов, входящих в состав гор-
норудного оборудования.

Использованию электрических 
машин в  горной промышленности 
посвящается множество научных 
публикаций (как в  нашей стране, так 
и  за  рубежом). Среди исследуемых 
машин — асинхронные двигатели [1–3] 
(в том числе — асинхронные двигатели, 
управляемые тиристорными преобразо-
вателями [4–6]), синхронные двигатели 
и  генераторы [7–9] (в  том числе  — 
синхронные двигатели с постоянными 
магнитами [8–12]), линейные двига-
тели различных конструкций [13–15] 
и, наконец, двигатели постоянного тока 
[16–18]. Хотя в последние годы сохра-
няется тенденция заменять двигатели 
постоянного тока машинами перемен-
ного тока с питанием от тиристорных 
преобразователей, двигатели постоян-
ного тока и в настоящее время широко 
применяются в  горной промышлен-
ности (в  приводе шахтных электро-
возов, экскаваторов, электровозной 
откатки карьеров) из-за очевидных 
достоинств  — способности развивать 
большой момент в  пусковых и  рабо-
чих режимах и возможности изменять 
скорость в  очень широких пределах 
с  сохранением точности управления. 
Поэтому по-прежнему актуальными 
остаются задачи, связанные с исследо-
ванием и моделированием электромаг-
нитного поля в рабочем объеме двига-
телей постоянного тока.

Следует заметить, что по  сравне-
нию с  бесконтактными электриче-
скими машинами (асинхронными дви-
гателями с короткозамкнутым ротором, 
синхронными двигателями и  генера-
торами с  возбуждением от  постоян-
ных магнитов), в  двигателях посто-
янного тока из-за наличия коллектора 
гораздо сложнее обеспечить взрыво-
защищенность. Несмотря на  это, дви-

гатели постоянного тока производятся 
и  во взрывозащищенном исполне-
нии (например, ДПЗ  55/34−4КУХЛ2, 
ДПЗ 99/85−6К2) и используются в при-
воде главных механизмов буровых уста-
новок, подъемных лебедок и т. п. Дви-
гатели серии Д (Д 12, Д 21, Д 31, Д 41, 
Д 806) применяются в электроприводе 
подъемно-транспортных устройств 
горнорудного оборудования в условиях 
повышенной влажности, температуры, 
запыленности и вибраций.

Именно двигатель серии Д (двига-
тель Д 12 мощностью 2,5 кВт) выбран 
в  качестве прототипа при создании 
решетчатой схемы замещения, пред-
ставленной в  настоящей статье. Эту 
статью можно считать логическим про-
должением статьи [19], посвященной 
решетчатой схеме замещения асин-
хронного двигателя с  короткозамкну-
тым ротором. В [19] изложена история 
каскадных и решетчатых схем замеще-
ния, поэтапно описан процесс синтеза 
A-H-ячейки прямоугольного попереч-
ного сечения на основе фундаменталь-
ных законов теории электромагне-
тизма — закона полного тока и закона 
электромагнитной индукции. Поэтому 
в  настоящей статье эти вопросы под-
робно не рассматриваются.

Поскольку двигатель постоянного 
тока  — это явнополюсная электри-
ческая машина (в  отличие от  неявно-
полюсного асинхронного двигателя), 
решетчатая схема замещения двигателя 
постоянного тока сложнее решетча-
той схемы замещения асинхронного 
двигателя. Наличие полюсов, полюс-
ных наконечников и  немагнитных 
промежутков между полюсами при-
водит к  гораздо большему количеству 
ячеек самой разнообразной формы, 
несмотря на  то обстоятельство, что 
решетчатая схема замещения (а также 
численная модель для тестовых рас-
четов) упрощена по сравнению с дви-



55

гателем-прототипом Д  12. Например, 
и  в  решетчатой схеме замещения, 
и  в  численной модели отсутствуют 
добавочные полюса, компенсиру-
ющие искажение результирующего 
поля, вызванное поперечной реакцией 
якоря и уменьшающие, таким образом, 
искрение коллектора. Поскольку при 
разработке данной решетчатой схемы 
замещения особое внимание уделено 
действию поперечной реакции якоря, 
добавочные полюса в  рассматрива-
емой решетчатой схеме замещения 
и  в  численной модели отсутствуют. 
Безусловно, в  дальнейшем (при необ-
ходимости) можно будет создать также 
решетчатую схему замещения двига-
теля постоянного тока с добавочными 
полюсами.

Итак, приступая к созданию числен-
ной модели и решетчатой схемы заме-
щения двигателя постоянного тока, 
полагаем, что поле в объеме двигателя 
плоскопараллельное, полюса статора 
и  зубцы ротора, магнитная проница-
емость которых постоянна и  конечна, 
укреплены на  поверхности идеаль-
ного ферромагнетика, длина модели 
в направлении оси машины равна еди-
нице.

2. Методы моделирования. Числен-
ная модель и  решетчатая схема заме-
щения двигателя постоянного тока

Необходимая для тестовых расчетов 
численная модель создана на  основе 
двигателя Д  12 и  имеет следующие 
параметры: статор явнополюсный, 
ротор неявнополюсный; число пар 
полюсов статора 2; относительная маг-
нитная проницаемость полюсов статора 
и  зубцов ротора 500; диаметр ротора 
160  мм; внутренний диаметр статора 
(по  центру полюсного наконечника) 
162 мм; высота полюса 48 мм; ширина 
полюса 42  мм; длина дуги полюс-
ного наконечника 77  мм; число пазов 

ротора 28; высота зубца ротора 25 мм; 
ширина зубца ротора 6  мм; ширина 
коронки зубца ротора 15,35 мм; рабо-
чий зазор неравномерный и изменяется 
от  1,07  мм на  оси симметрии полюса 
до 3,1 мм на краю полюсного наконеч-
ника; площадь поперечного сечения 
обмотки возбуждения 570,2  мм2; пло-
щадь поперечного сечения паза ротора 
199,6  мм2; плотность тока в  обмотке 
возбуждения 1,6 А/мм2; плотность тока 
в пазу ротора 0,7 А/мм2.

В двигателе постоянного тока при 
вращении ротора обмотка ротора обте-
кается переменным током, но  поля 
ротора и статора остаются неподвиж-
ными одно относительно другого, что 
позволяет решать задачу как полевую 
задачу постоянного тока для некото-
рого фиксированного момента вре-
мени. В  силу симметрии поля рас-
чет можно осуществить на  двойном 
полюсном делении. Таким образом, 
численная модель приобретет вид, 
представленный на  рис.  1. На  рис.  1 
обозначены токи в  обмотке возбуж-
дения и  в  пазах ротора (окружность 
с  крестом внутри означает, что ток 
направлен перпендикулярно плоско-
сти чертежа от  наблюдателя, окруж-
ность с  точкой внутри означает, что 
ток направлен к  наблюдателю). Эти 
токи известны и при расчете задаются 
как токи сторонних источников.

При синтезе решетчатой схемы 
замещения двигателя геометрию рас-
четной области можно несколько упро-
стить. Во-первых, расчетная практика 
показывает, что если произвольно изме-
нять конфигурацию поперечного сече-
ния обмотки возбуждения (сохраняя 
неизменным количество ампер-витков 
в обмотке), это не скажется на поле воз-
буждения. Поэтому в решетчатой схеме 
замещения обмотка возбуждения может 
иметь прямоугольное поперечное сече-
ние. Во-вторых, зубцово-пазовую зону 
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ротора можно заменить сплошной 
анизотропной средой с усредненными 
составляющими магнитной проница-
емости, как это сделано в  [19]. При 
этом предполагается, что паз овального 
поперечного сечения заменяется экви-
валентным расчетным пазом клиновид-
ного сечения той же площади. Как будет 
показано далее при тестовых расчетах 
решетчатой схемы, такое упрощение 
практически не  повлияет на  точность 
моделирования ни на  качественном, 
ни на  количественном уровне. Тогда 
решетчатая схема замещения будет 
иметь 232 ячейки во всей расчетной 
области (в силу симметрии сетки ячеек 
на рис.  2 она изображена не  на двой-
ном полюсном делении, а на половине 
полюсного деления). Ярма статора 
и ротора в решетчатой схеме замеще-
ния отсутствуют, потому что представ-
ляют собой идеальный ферромагнетик, 
на  поверхности которого равны нулю 
касательные составляющие вектора 
напряженности магнитного поля.

Ячейки в  решетчатой схеме разли-
чаются по  форме  — прямоугольник, 
треугольник, трапеция и сегмент круга, 
который в  дальнейшем будем имено-
вать цилиндрической ячейкой. В  схе-
мах замещения A-H-ячеек, изображен-
ных на  рис.  3, аналогом напряжения 
служит векторный магнитный потен-

циал, умноженный на  длину ячейки 
в направлении оси двигателя (A1l, A2l, 
A3l, A4l), а аналогом тока — касатель-
ная составляющая вектора напряжен-
ности магнитного поля, умноженная 
на  размер ячейки в  направлении этой 
составляющей. Схемы замещения пря-
моугольных, цилиндрических и  треу-
гольных A-H-ячеек подробно описаны 
в  [20]. Ячейку-трапецию при расчете 
данной решетчатой схемы можно заме-
нить прямоугольной ячейкой, ширина 
которой равна средней линии трапеции.

Рис. 1. Численная модель (на двойном полюсном делении)
Fig. 1. The numerical model (the double pole pitch)

Рис. 2. Сетка ячеек в  решетчатой схеме 
замещения (на половине полюсного деления)
Fig. 2. The mesh of cells in the lattice equivalent 
circuit (half the pole pitch)
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Сопротивления Z1, Z2, Z3, Z4 в схеме 
замещения прямоугольной ячейки (см. 
рис. 3, а) определяются как

	 1 2 2
x

Z Z l
y

∆
= = µ

∆
,	 (1)

	 3 4 2
y

Z Z l
x

∆
= = µ

∆
,	 (2)

где μ — абсолютная магнитная прони-
цаемость среды, Гн/м; l — длина ячейки 
в  направлении оси двигателя, м; Δx, 
Δy — размеры ячейки в горизонтальном 
и вертикальном направлении м.

В прямоугольных ячейках, модели-
рующих обмотку возбуждения, имеется 
сторонний источник тока (см. рис. 3, в):

	 1 1
1 6

S
I x y

x y

δ
∆ = ∆ ∆

∆ ∆
,	 (3)

где ΔI1  — ток, пронизывающий пря-
моугольную ячейку, А; δ1  — плот-
ность тока в обмотке возбуждения, А/
м2; S1 — площадь поперечного сечения 
обмотки возбуждения, м2.

Схема замещения цилиндрической 
ячейки без стороннего источника тока 
также соответствует рис. 3, а, но сопро-
тивления Z1, Z2, Z3, Z4 определяются 
иначе:
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где r1, r2, r0  — меньший, больший 
и средний радиус ячейки, м; Δr — раз-
мер ячейки в  радиальном направле-
нии м; Δα — размер ячейки в угловом 
направлении, рад.

Сопротивления Z1, Z2, Z3 в  схеме 
замещения треугольной ячейки (см. 
рис. 3, б) определяются как

а

б

в
Рис. 3. Схемы замещения A-H-ячеек: 
прямоугольная и цилиндрическая ячейка (а); 
треугольная ячейка (б); ячейка со сторонним 
источником тока (в)
Fig. 3. The equivalent circuits of the A-H-
cells: the rectangle and cylindrical cell (а); the 
triangular cell (б); the cell with the external 
current source (в)
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где a1, a2, a3 — стороны треугольника, 
соответствующие сопротивлениям Z1, 
Z2, Z3, м; α1, α2, α3  — углы, противо-
лежащие этим сторонам, рад.

В зубцово-пазовой зоне ротора все 
ячейки цилиндрические, их схема заме-
щения соответствует рис.  3, в  (источ-
ник тока в этой схеме замещения будем 
далее обозначать ΔI2), а  параметры 
определяются выражениями:
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где ΔI2 — ток, пронизывающий цилин-
дрическую ячейку, А; δ2  — плотность 
тока в пазу ротора, А/м2; tz, b — зубцо-
вое деление и  ширина эквивалентного 
клиновидного паза ротора (рассчитанные 
по диаметру ротора), м; μr. μα –абсолютная 
магнитная проницаемость среды в ради-
альном и угловом направлении, Гн/м;
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где μfe  — абсолютная магнитная про-
ницаемость зубца ротора, Гн/м; μ0  — 
абсолютная магнитная проницаемость 
воздуха, Гн/м.

Для учета влияния зубцов ротора 
на магнитное сопротивление рабочего 
зазора надо увеличить расчетный рабо-
чий зазор, умножив его на коэффици-
ент Картера:

	
10
10

z

z

t
k
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+ ∆
=

+ ∆
,	 (16)

где Δ — рабочий зазор, м; bz — ширина 
коронки зубца ротора, м.

В данной модели рабочий зазор 
неравномерный, поэтому коэффици-
ент Картера — величина непостоянная, 
и  для каждой ячейки рабочего зазора 
вычисляется свое значение коэффици-
ента Картера.

В силу условий непрерывности век-
торного магнитного потенциала и каса-
тельных составляющих вектора магнит-
ной напряженности ячейки решетчатой 
схемы замещения соединяются между 
собой выводами. Представление об этом 
дает упрощенная решетчатая схема 
замещения на  рис.  4, в  которой все 
ячейки на двойном полюсном делении 
условно изображены прямоугольными.

Как и  в  решетчатой схеме заме-
щения асинхронного двигателя, опи-
санной в  [19], выводы ячеек на левой 
вертикальной границе схемы замеще-
ния соединяются с  выводами ячеек 
на правой вертикальной границе. Ниж-
ние выводы ячеек первого ряда (соот-
ветствующие нижней горизонтальной 
границе зубцово-пазовой зоны ротора) 
и верхние выводы ячеек третьего ряда 
(соответствующие верхней горизон-
тальной границе полюсов статора) 
остаются разомкнутыми.

3. Результаты расчетов
Численные тестовые расчеты произ-

водились в программе Femm 4.2, осно-
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ванной на методе конечных элементов, 
решетчатая схема замещения двигателя 
постоянного тока была реализована 
в программе для моделирования элек-
трических цепей Multisim 10.

Результаты расчетов представлены 
на  рис.  5 и  рис.  6, где обозначения 
на  числовых осях имеют следующий 
смысл: Bn  — нормальная (к  поверх-
ности ротора) составляющая вектора 
индукции магнитного поля на средней 
линии между ротором и  полюсным 
наконечником статора, Тл; τ — полюс-
ное деление, м; x — текущая коорди-
ната, м.

Поскольку на  кривой индукции, 
вычисленной численно, существенно 
проявляются зубцовые гармоники поля 
(см. рис.  5), в  то время как решетча-
тая схема замещения не предназначена 
для моделирования зубцовых гармо-
ник, сопоставлять результаты расчетов 
на  рис.  5 возможно только на  каче-
ственном уровне. Для количественной 
оценки необходимо сравнивать первые 
гармоники рассчитанных кривых (см. 
рис.  6). Они получены посредством 
численного разложения в ряд Фурье.

4. Обсуждение результатов
Кривые на  рис.  5 демонстрируют 

хорошую корреляцию на качественном 
уровне между численным расчетом 
нормальной составляющей вектора маг-
нитной индукции и расчетом по решет-
чатой схеме замещения. Форма рассчи-
танных кривых полностью согласуется 
с положениями теории электрических 
машин постоянного тока. В частности, 
острый пик на  кривой, рассчитанной 
по  решетчатой схеме замещения (как 
и  пик на  кривой, рассчитанной чис-
ленно), обусловлен неравномерностью 
рабочего зазора.

О хорошей корреляции результатов 
на  количественном уровне свидетель-
ствуют кривые первых гармоник (см. 

Рис. 4. Упрощенная решетчатая схема 
замещения двигателя постоянного тока
Fig. 4. The simplified lattice equivalent circuit 
of the DC motor

Рис. 5. Кривая нормальной составляющей 
вектора индукции магнитного поля 
в рабочем зазоре: сплошная линия 
соответствует численному расчету; точки 
соответствуют расчету по  решетчатой 
схеме замещения
Fig. 5. The curve of the normal component of 
the magnetic induction vector in the air gap:  
the solid line corresponds to the numerical 
simulation; the points correspond to the lattice 
equivalent circuit

рис. 6), которые совпадают друг с дру-
гом в пределах 3 %.

Всё вышеизложенное позволяет 
сделать заключение не  только о  пра-
вильности расчетной модели (и отсут-
ствии ошибок при ее реализации), 
но и о довольно высокой точности рас-
четов по решетчатой схеме замещения 
машины постоянного тока.
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Можно утверждать, что применение 
в исследовательских задачах решетча-
тых схем замещения двигателей посто-
янного тока (как и  решетчатых схем 
замещения других типов явнополюс-
ных электрических машин) позволит 
улучшать технические характеристики 
электропривода, что приведет к более 
полному и рациональному использова-
нию горного оборудования в целом.

5. Заключение
По результатам выполненной работы 

могут быть сделаны следующие выводы.
1. На основании положений теории 

электромагнитного поля (закона пол-
ного тока и  закона электромагнитной 
индукции) синтезирована решетчатая 
схема замещения двигателя постоян-
ного тока, используемого в  составе 
привода подъемно-транспортных 
устройств горнорудного оборудования.

2. Для тестовых расчетов создана 
численная модель двигателя, осно-
ванная на  методе конечных элемен-
тов. В  отличие от  численной модели, 
в  решетчатой схеме замещения упро-
щена геометрия обмотки возбуждения, 
а  зубцово-пазовая зона ротора (также 
для упрощения) представлена в  виде 
сплошной анизотропной среды с усред-
ненными значениями составляющих 
магнитной проницаемости.

3. Тестовые расчеты свидетель-
ствуют не только о правильности тео-
ретических положений, на основе кото-
рых синтезирована решетчатая схема 
замещения двигателя, но и о довольно 
высокой точности решетчатой схемы.

4. Применение в исследовательских 
задачах решетчатых схем замещения 
двигателей постоянного тока позволит 
улучшать технические характеристики 
электропривода, что приведет к более 
полному и рациональному использова-
нию горного оборудования в целом.

Рис. 6. Первая гармоника нормальной 
составляющей вектора индукции магнитного 
поля в рабочем зазоре: сплошная линия 
соответствует численному расчету; точки 
соответствуют расчету по  решетчатой 
схеме замещения
Fig. 6. The first harmonic of the normal 
component of the magnetic induction vector in 
the air gap: the solid line corresponds to the 
numerical simulation; the points correspond to 
the lattice equivalent circuit
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