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Аннотация: Для решения задач геомеханики требуется знать смещения контуров горных 
выработок. Они применяются как для проверки полученных решений, так и в разработке 
новых. Ситуация осложняется тем, что смещения становятся неизвестными, потому что 
они происходят одновременно с появлением выработки. Предлагается способ отыскания 
смещений границы горной выработки, когда смещения уже произошли в момент ее соз-
дания. Способ состоит в применении метода щелевой разгрузки с одновременным изме-
рением смещений по обе стороны от щели. Щель имитирует контур выработки. Смеще-
ния границ керна демонстрируют напряженно-деформированное состояние нетронутого 
массива горных пород, смещения границы по другую сторону от щели характеризуют 
сам факт образования выработки. Суммарные смещения определяют полные смещения 
контура горной выработки в момент ее создания. При их отыскании используется метод 
геометрического подобия, связанный с макетированием контура выработки. Получен-
ные смещения возможно использовать для анализа напряженно-деформированного со-
стояния как самой границы выработки, так и ее окрестности, в состояниях упругости и 
неупругости (пластичности, запредельного деформирования). 
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Abstract: Geomechanical problem solving needs information on displacement of boundaries 
in underground openings after drivage. These data are used in development and verification of 
problem solutions. The situation is complicated by the fact that displacements are unknown
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Введение
Для оценки состояния массива пород 

применяются решения краевых задач в 
различных постановках [1—3]. Класси- 
ческими являются первая краевая зада- 
ча, когда на границах задаются векторы 
напряжений Коши, вторая краевая за-
дача, предполагающая задание на грани- 
цах векторов перемещений, третья крае- 
вая задача (смешанная), связанная с тем, 
что на части границы задаются векторы 
напряжения Коши, на другой — вектор 
перемещений [4—6]. Говоря о второй и 
третьей задачах, следует подчеркнуть, что 
здесь требуется знать, на границе или на 
ее части вектор перемещений. Однако 
этот вектор в горном деле остается неиз- 
вестным, потому что информация о нем 
исчезает вместе с образованием выра-
ботки (процессы исчезновения информа- 
ции и образования контура происходят 
одновременно). Второй момент, на ко-
торый следует обратить внимание, — 
структура массива породы за контуром 
выработки. Здесь также из-за невозмож- 

ности проникнуть внутрь массива пород 
нет никакой информации о наличии в нем 
отверстий, включений, геометрии, рас-
положения, условий нагружения. Если 
говорить про бесконечно удаленные точ- 
ки, участвующие в расчетах напряжен-
но-деформированного состояния по клас- 
сическим схемам, то кроме гипотез об 
однородном или линейном характере рас- 
пределения напряжений и смещений 
на «бесконечности» других гипотез нет 
[7—9].

Все упирается в контур выработки. 
В простейшем случае он свободен от 
напряжений. И если удастся по каким-
то причинам определить на этом кон-
туре смещения, которые уже произош-
ли, то получается переопределенная с 
точки зрения классики задача, позволя- 
ющая найти информацию о структуре 
массива пород вблизи исследуемого кон- 
тура выработки, а также определить на-
пряженно-деформированное состояние 
вокруг выработки с прогнозом возмож-
ного разрушения и, более того, указать 

as they take place simultaneously with formation of an underground opening. The proposed 
approach uses the borehole stress-relief method with simultaneous measurement of displace-
ments on both sides of the borehole. The borehole simulates the boundary of an underground 
opening. Displacements of the boundaries of the core characterize deformation of intact rock 
mass, while displacements of the boundary on the other side of the borehole are reflective of 
the fact of the underground opening formation. The total displacements define the total dis-
placements of the boundary of an underground opening at the moment of its formation. The 
approach also involves the geometrical similarity method connected with physical simulation 
of the boundary of an underground opening. The measured displacements are applicable in the 
stress–strain analysis of the boundary and the adjacent rock mass in elasticity and inelasticity, 
plasticity and in post-limiting deformation. 
Key words: displacements, underground opening, physical model, borehole stress-relief me- 
thod, functional dependence, polar angle, prediction, stress state. 
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условия нагружения массива пород в бес- 
конечно удаленных точках. Таким обра-
зом, задача заключается в определении 
смещений контура выработки, когда они 
уже произошли в момент ее создания. 
Из известных способов [10—12] наибо-
лее достоверным является тот, что ос-
нован на изготовлении макета выработ-
ки и помещении его в реальные условия 
нагружения. Однако этот путь исклю-
чается в силу невозможности создания 
макета всей выработки с сохранением 
всех условий нагружения. Поэтому рас-
сматриваются лишь сечения реальных 
выработок с повтором их при модели-
ровании [13—15]. То есть выбирается в 
массиве пород некоторое пространство 
в виде плоской поверхности, на которой 
изображается сечение выработки. Затем 
это сечение с помощью щелеобразовате- 
лей освобождается от напряжений, и тог- 
да в этот момент возможно проконтро-
лировать появление смещений контура 
макета выработки. С применением ме-
тодов геометрического подобия таким 
образом находятся смещения сечения 
контура самой выработки. Рассматривая 
различные сечения выработки с сохра- 
нением положений действующих в мас-
сиве нагрузок, можно найти полную 

информацию о смещениях границ всей 
выработки. 

Предложенная методика определения 
смещений на поверхности массива по-
род с выработкой эллиптической фор-
мы может быть распространена вглубь 
массива пород с высверливанием от-
верстий на глубину и расположением 
в них реперных элементов, выходящих 
своими концами на поверхность. При 
этом реперные элементы (стержни) не 
должны касаться стенок отверстий, так 
чтобы можно было рассматривать отно-
сительные смещения реперных стерж-
ней на заданной глубине. По концам ре-
перных элементов в момент образова-
ния эллиптической щели можно судить 
о выполнимости, например, на этой глу- 
бине условия плоской деформации. 

В работе рассматриваются выработ-
ки эллиптической формы. Крайними по- 
ложениями их являются цилиндрическая 
выработка с круговым сечением и выра-
ботка в виде прямолинейной щели (тре-
щина). Если на краях прямолинейной 
щели по указанной выше методике воз-
можно установить смещения берегов, то 
это означает, что с помощью этих сме-
щений возможно определить состояние 
массива пород в ее окрестности.

Для формулировки граничных усло- 
вий задачи привлекаются два равновес-
ных состояния массива пород в разные 
моменты времени. Первый момент свя-
зан с тем, что на поверхности намечает- 
ся контур создаваемой выработки, фик-
сируются положения реперных точек 
вблизи него. Второй момент связан с об- 
разованием криволинейной щели, когда 
создается контур выработки, свободный 
от напряжений, вычисляются при этом 
перемещения точек, зафиксированных 
в первый момент времени. Как итог по-
лучается контур отверстия (выработки), 
свободный от напряжений, на котором 
имеются заданные смещения (радиаль-
ные и тангенциальные).

Рис. 1. Система действующих сжимающих сил 
в массиве горных пород. На заранее подготов-
ленную поверхность наносится изображение се-
чения контура выработки в виде эллипса. Далее 
этот контур освобождается от напряжений
Fig. 1. Effective compressive forces in rock mass. 
Cross-section of underground opening in the form of 
an ellipse is plotted on a prepared surface. The bound-
ary of the underground opening is made stress-free
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Определение смещений 
контура образующегося керна 
эллиптической формы  
и выработки в массиве пород  
при щелевой разгрузке  
по данным измерений  
расстояний между точками
В качества примера определения сме- 

щений контура выработки рассмотрим 
выработку с эллиптическим сечением. 
На рис. 1 представлена плоскость xOy 
как плоскость обнажения массива горных 
пород (выработка простирается перпен-
дикулярно этой плоскости). 

На поверхности изображается сече-
ние контура выработки, которое затем с 
помощью щелеобразователей освобож-
дается от напряжений при движении от 
точки A и далее до точек B, C и т.п. При 
образовании щели происходит «распру-
жинивание» материала с двух ее сто-
рон, так, как показано на рис. 2. 

Образуются два вида смещений: 


u1

характеризуют нагруженность самого 
массива пород, смещения 



u2  возникают 
за счет образования выработки эллипти- 
ческой формы в нагруженном массиве 
пород.

Замечание. Для создания эллиптиче- 
ской щели в массиве горных пород воз-
можно использовать твердосплавные фре- 
зы (сверла), движущиеся своей боковой 

гранью вдоль намеченного контура, как 
на рис. 3.

Для определения смещений контура 
выработки с эллиптическим сечением 
введем полярную систему координат, свя- 
занную с центром O (предполагаем, что 
он неподвижен), так, как изображено на 
рис. 4.

Предполагается, что контур выработ- 
ки расположен симметрично по отноше- 
нию к действующим на массив нагруз-
кам. Это означает, что смещения точек 
A1, B1, C1, D1 и A2, B2, C2, D2 должны 
удовлетворять следующим соотноше-
ниям:

u A B C

u D E
r � � �

� �
cos cos ,

sin sin ,

2 4

2 4

� �
� ��

 (1)

где θ — полярный угол; A, B, C, D, E — 
константы.

Задача — найти значения этих коэф- 
фициентов в данных уравнениях по из- 

Рис. 2. Два вида смещений, образуемых при создании криволинейной (эллиптической) щели: u1  — 
смещения керна эллиптической формы, направленные наружу; u2  — смещения массива пород с эл-
липтическим отверстием, направленные вовнутрь
Fig. 2. Two type of displacements in formation of a curved (elliptical) opening: 

u1 — displacements of elliptical 
core, directed outward, 

u2  — displacement of rock mass with an elliptical hole, directed inward

Рис. 3. Схема создания эллиптической щели в мас-
сиве горных пород
Fig. 3. Creation of elliptical hole in rock mass 
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меренным смещениям. Лучи, вдоль кото- 
рых производятся измерения радиальных 
смещений, образуют с осью абсцисс со-
ответственно углы: θ = 0, p/6, p/3, p/2. 

Рассмотрим момент образования эл- 
липтической щели. В результате раз-
грузки точки A1, B1, C1, D1 получают 
смещения, направленные от центра O. 
Обозначим их соответственно ur1, ur2, 
ur3, ur4. Для определения констант A, B, 
C получаем систему уравнений:

u A B C

u A
B C

u A
B C

u A B C

r

r

r

r

1

2

3

4

2 2

2 2

� � �

� � �

� � �

� � �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

,

,

,

.

 (2)

Из первых трех уравнений находим 
константы

A
u u

B u u

C u u u

r r
r r

r r r

�
�

� �

� � �

1 3
2 3

1 2 3

2
3
2
3

1
3

, ,

.
 (3)

Последнее уравнение из системы 
уравнений (2) является проверочным. 
Согласно ему должно быть

u u
u ur r
r r

4 1
3 22

�
� � .  (4)

Другими словами, разность значений 
радиальных смещений в точках A1, D1 
должна совпадать с удвоенной разно-

стью радиальных смещений в точках 
B1, C1 на рис. 4. Если это так, то тогда 
выбор функций смещений в виде (1) оп- 
равдан.

Определим теперь тангенциальные 
смещения uθ в точках B1 и C1. Для этого 
есть два пути. Первый путь заключает- 
ся в применении фотографических сис- 
тем, быть может, видеокамеры [16—18]. 
Другой путь, приближенный к реальным 
условиям добычи полезных ископаемых, 
состоит в измерении с помощью изме-
рительных устройств (штангенциркуль, 
микрометр и др. [16]) расстояний меж-
ду точками A1, B1, точками A1, C1 как до 
образования эллиптической щели, так и 
после (то же самое касается точек A2, B2 
и A2, C2 на рис. 4. Разности этих расстоя- 
ний до образования щели и после свя-
жем со смещениями uθ из (1). Если обоз- 
начить тангенциальное смещение uθ 
точки B1 как uθ2, а смещение uθ точки C1 
как uθ3, то для определения констант D, 
E в (1) получим систему уравнений:

D E u

D E u

�� � �

�� � �

�

�
��

�
�
�

3
2
3

2

2

3

�

�

,

.

Из нее следует 

D
u u

E
u u

�
�

�
�� � � �2 3 2 3

3 3
, .  (5)

Рис. 4. Сечение выработки в виде эллипса: точки A1, B1, C1, D1, как и точки A2, B2, C2, D2, лежат на по- 
добных эллипсах. Первые находятся внутри образуемой эллиптической щели, вторые — снаружи
Fig. 4. Cross-section of underground opening in the form of an ellipse: the points A1, B1, C1, D1 and A2, B2, C2, 
D2 belong to the similar ellipses inside and outside of the elliptical hole, respectively
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Осталось определить смещения uθ2, uθ3 через приращения расстояний A1B1, 
A1C1. Обозначим первое приращение как D2, второе как D3. Для их определения 
воспользуемся тем, что точки A1, B1, C1, D1 (точки A2, B2, C2, D2) лежат на подобных 
эллипсах. Пусть уравнение первого эллипса, проходящего через точки A1, B1, C1, D1

x
a

y
b

2

2

2

2 1� � ,  (6)

где a, b — полуоси эллипса.
Введя полярные координаты r, θ имеем 

x r y r� �cos , sin .� �
Уравнение (6) в полярных координатах сводится к следующему:

r
ab

a b
�

�2 2 2 2sin cos
.

� �
Полярный радиус для точки A1 равен rA1

 = a, для точки B1 r ab a bB1
2 32 2� �/ ,

для точки C1 (θ = p/3) значение r ab a bC1
2 3 2 2� �/ .

Составляем вектор A B1 1

� ����
 до образования щели и после. До образования щели 

точка A1 по осям абсцисс и ординат имела следующие координаты: A1 = A1(a, 0),
точка B1 — B r rB B1 1 1

3 2 2/ , /� � . 

Вектор A B1 1

� ����
 при этом равен A B B r a rB B1 1 1 1 1

3
2

1
2

� ����
� �

�

�
��

�

�
��, , длина которого есть 

A B r a rB B1 1

2

2
1 1

3
2

1
4

� ����
� �

�

�
��

�

�
�� � .

После образования щели точка A1 примет координаты A a u ur1 1 1
 �� �, � , точка B1 

превратится в точкуB r u u r u uB r B r1 2 2 2 21 1

3
2

1
2

1
2

3
2
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�

�
��

�

�
��� �, . 

Про величину uθ1 (тангенциальное смещение точки A1 на рис. 4) считаем, что 
оно в силу симметрии равно нулю. Далее составляется приращение длины векто-
ра A B1 1

� ����
. Находим 

�2 2 2 1

2

2 21 1

3
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2
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�
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.

Чтобы избавиться от радикала, в этом месте умножим полученное выражение 
и разделим на сопряженное. После пренебрежения квадратами и произведениями 
малых величин uθ2, ur1, ur2 получаем 
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Аналогично находим
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Зная (7), (8), по (5) восстанавливаем 
коэффициенты D и E в (1) для разложе-
ния функции в ряд по тригонометриче-
ским функциям sin2θ , sin4θ.

Точно так же находим разложения 
функций ur, uθ по тригонометрическим 
функциям cos2θ, cos4θ, sin2θ, sin4θ на 
эллипсе, расположенном за границей 
щели, проходящем через точки A2, B2, 
C2, D2 на рис. 4. 

Если обозначить коэффициенты раз-
ложений ur, uθ как A0, B0, …, E0, то в до-
полнение к (1) получаем 

u A B C

u D E
r0 0 0 0

0 0 0

2 4

2 4

� � �

� �

cos cos ,

sin sin .

� �

� ��

 (9)

Полные смещения ur, uθ на границе 
выработки с эллиптическим отверстием 
в условиях симметричного нагружения 
будут равны разности функций (9) и (1), 
взятых с поправочными коэффициента- 
ми. Коэффициенты возникают из-за то- 
го, что точки A1, B1, C1, D1 и точки A2, B2, 

C2, D2 на рис. 4 находятся не на щели, 
а на подобных эллипсах с разными зна-
чениями полуосей. Требуется привести 
значения смещений к одному знамена-
телю с соблюдением законов геометри-
ческого подобия.

Сделаем ряд замечаний. 
1. Вид разложения функций ur, uθ по 

тригонометрическим функциям (коси- 
нусы, синусы) в виде, например, (1) не 
зависит от того, каково сечение выра-
ботки (круговое, эллиптическое, трапе-
циевидное). Для керна, как и для кон-
тура макета образуемой выработки, оно 
зависит от условия нагружения массива 
пород в бесконечно удаленных точках, от 
наличия в нем до образования исходной 
выработки других выработок и жестких 
включений. В общем случае разложе-
ния функций ur, uθ в ряды Фурье имеют 
вид [4]:

u iu A er K
ik

k

� �
���

��

��
�,

где AK — комплексные постоянные.
2. Чтобы определиться с характером 

этих разложений, проще всего исследо-
вать круговую цилиндрическую щель, 
рассмотреть характер изменения ради-
альных и тангенциальных смещений от 

Рис. 5. Графики изменений контура выработки с учетом радиального смещения, изменяющегося  
по закону ur = Acos(nθ), A = 0,1, n = 1, 2, 3, 4
Fig. 5. Change in the boundary of underground opening with regard to the radial displacement in accordance with 
the law ur = Acos(nθ), A = 0,1, n = 1, 2, 3, 4
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угла θ. Дальше выбрать соответствую-
щую функцию разложения и ею восполь-
зоваться для аппроксимации смещений 
вкруг выработки произвольной формы. 

На рис. 5, а в качестве иллюстрации 
приведены графики изменений функ-
ции ur в зависимости от угла θ для вы-
работки с начальным круговым сечени-
ем для простейших случаев разложений 
ur = Acos(nθ), где A — константа. При 
n = 1 происходит сдвижение центра вы-
работки вправо, при n = 2 выработка 
расширяется в горизонтальном и сужа-
ется в вертикальном направлениях. При 
n = 3 контур выработки разбивается на 
три равные части. Одни части уходят на- 
ружу, другие внутрь. При n = 4 ситуация 
аналогична. 

На рис. 5, б представлены зависимо-
сти r = 1 + 0,1cos(nθ) для тех же самых 
случаев изменения n. При n = 1 получа-
ем кардиоиду, при n = 2 двулепестковую 
розу, при n = 3 трехлепестковую, при 
n = 4 четырехлепестковую.

Полученные знания смещений на кон- 
туре выработки, свободной от напряже- 
ний или нагруженной усилиями, позво- 

ляют определять напряженное состояние 
самого контура выработки и в ее окрест-
ности не только в состоянии упругости, 
но и в пластичности (состоянии запре- 
дельного деформирования) [19, 20]. Они 
служат для оценки точности решения 
задач в указанных областях с примене- 
нием различных вычислительных прог- 
рамм и расчетных схем. Их применение 
может создать условия для прогноза и 
предотвращения всевозможных катастро- 
фических событий типа горных ударов.

Заключение
1. Показано, что для определения пол- 

ных смещений контура выработки в слу- 
чае, когда они уже произошли в момент 
ее создания, необходимо произвести кри- 
волинейную щель, повторяющую контур 
выработки. При этом измерить смеще-
ние как границы керна, так и образую-
щегося отверстия. После сложить эти 
смещения соответствующим образом.

2. Показано, как по данным точечных 
измерений (измерение расстояний меж-
ду точками) возможно восстановить функ- 
цию смещений на границе выработки. 
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