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Аннотация: Традиционно для измерения напряжений в массиве пород производят ще-
левую разгрузку. По разгрузке измеряют разгрузочные деформации в заданных главных 
направлениях тензора напряжений, по деформациям определяются напряжения. Другой 
путь применения щелевой разгрузки состоит в задании окрестности точки в виде круга 
с последующим измерением разгрузочных радиальных смещений в точках границы. В 
работе предлагается помимо разгрузочных радиальных смещений находить также раз-
грузочные тангенциальные смещения. Показано, как это можно делать с помощью оп-
тических и механических систем измерений расстояний между точками, лежащими как 
на одном диаметре, так и между смежными точками, лежащими на одной и той же 
окружности, по предлагаемому авторами алгоритму. Определяются зависимости между 
радиальными и тангенциальными смещениями на границе круга, при которых внутри 
круговой области напряженно-деформированное состояние будет однородным. Для него 
указаны простейшие решения поиска главных осей тензора напряжений и его главных 
значений. Кроме того, рассмотрено обобщение полученного подхода к определению сме-
щений на случай заглубления исследуемой круговой окрестности для описания состоя-
ния плоской деформации.
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Введение.
В горном деле одной из задач явля-

ется обеспечение безопасного ведения 
горных работ. С этой целью проводятся 
как теоретические, так и эксперимен-
тальные исследования. Если говорить 
про теоретические разработки, то здесь 
важно понять объект изучения — гор-
ную породу и массив горных пород, 
построить адекватную математическую 
модель, предсказывающую поведение 
горного материала при тех или иных 
видах нагружения. Постановки крае-
вых задач для поиска распределений 
напряжений и деформаций в массиве 
пород хорошо известны, подразделя-
ются на 1-ю, 2-ю, 3-ю краевые задачи. 
Существуют различные методы реше-
ний — аналитические, численные. К 
последним относятся методы конечных 
элементов, конечных разностей, гра-
ничных интегральных уравнений. Вме-
сте с тем почти всегда требуется дать 
оценку этим решениям — проверить с 

применением экспериментальных дан-
ных точность получаемых с помощью 
теоретических исследований прогно-
зов. Эти данные должны быть доста-
точно быстро и просто достижимы, 
чтобы было возможно получить исчер-
пывающую информацию об объекте в 
той или другой точке одновременно. С 
точки зрения практики таким инстру-
ментом может показаться щелевая 
разгрузка (она применяется повсюду, 
включая дорожное строительство, 
когда качество укладки асфальта опре-
деляется с помощью образования поло-
стей, дыр). В начале щелевая разгрузка 
применялась для оценки напряженного 
состояния в нетронутом массиве пород.

Из работ, наиболее близких к пред-
лагаемому направлению исследования, 
прежде всего выделим [1—3], где изу-
чается напряженно-деформированное 
состояние (НДС) на поверхности мас-
сива пород, причем в качестве окрест-
ности точки на поверхности выбира-
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ется круговая область. Предполагается, 
что внутри нее создается состояние, 
близкое к однородному. Причиной этой 
гипотезы может служить представ-
ление о том, что основным понятием 
механики деформированного твердого 
тела служит точка, и состояние в малой 
окрестности этой точки является одно-
родным. Исходя из принятого предпо-
ложения об однородности состояния, 
задавались направления главных осей 
тензора напряжении в рассматриваемой 
области, далее производилась полная 
ее разгрузка путем создания разгрузоч-
ной щели, повторяющей контур рассма-
триваемой круговой области. При раз-
грузке измеряются тензометрическим 
способом деформации вдоль главных 
направлений, по которым по закону 
Гука восстанавливаются значения глав-
ных напряжений в исследуемой кру-
говой области. Есть множество работ, 
посвященных развитию идей [1—3], 
когда производится частичная раз-
грузка [4—7], когда бурятся две парал-
лельные скважины, а не одна [8—9], 
когда с помощью гидродомкрата, дей-
ствующего на поверхность выработки, 
создается состояние плоской деформа-
ции при образовании цилиндрической 
щели [10]. Здесь же уместно вспомнить 
работы ИГД СО РАН, составляющие 
такое направление, как эксперимен-
тально-аналитический метод [11—13], 
в основе которого лежит применение 
избыточной информации на одной 
границе массива пород с целью опре-
деления недостающей информации 
на других границах. Далее следуют 
работы [14, 15], в которых делается 
попытка определения НДС массива 
пород в произвольной точке поверх-
ности выработки, точнее, в ее окрест-
ности, путем выбуривания круговых 
цилиндрических щелей вокруг рассма-
триваемых точек. Прежде чем создать 
цилиндрическую щель, на поверхности 

выработки формируется сеть реперных 
точек, выставленных перед будущей 
щелью и за ней [14]. После создания 
разгрузочной щели производятся изме-
рения расстояний между реперными 
точками до образования щели и после 
(при этом указываются особенности 
оптических и механических систем 
измерения расстояний между точками 
с применением современной экспе-
риментальной техники). Приращение 
расстояний между точками, лежащими 
на одном и том же диаметре круговой 
области, относится к нормальным сме-
щениям на границе. Для применения 
этих смещений к определению НДС 
рассматриваемой окрестности необхо-
димо еще знать значения касательных 
перемещений, однако про них в [14] 
ничего не говорится. Из современных 
источников к рассмотренным направ-
лениям близки работы [16—18], в 
которых помимо разгрузочных щелей 
применяются новые технологии изме-
рения смещений на микромасштабном 
уровне и восстановления деформаций 
с применением синхротронной рент-
геновской компьютерной томографии 
и рентгеновской дифракции [19—21]. 
Предлагаемая нами работа посвящена 
развитию перечисленных выше трудов. 
При этом полная информация о сме-
щениях на границе будет применена к 
решению второй краевой задачи теории 
упругости с целью определения НДС в 
окрестностях точек на поверхности и 
внутри массива, условий для гранич-
ных значений смещений, при которых 
в окрестностях точек на поверхностях 
и внутри массива пород будут иметь 
место однородные НДС. Для однород-
ного состояния предлагаются решения, 
позволяющие находить главные направ-
ления осей тензора напряжений по дан-
ным измерений радиальных смещений 
в трех точках круговой границы. Пока-
зывается также, как по данным изме-
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рений расстояний между тремя точ-
ками возможно найти тангенциальные 
смещения. Как вариант, предлагается 
определение нормальных и касатель-
ных смещений на границе цилиндра в 
глубине массива пород.

Методы
Часть 1. Экспериментально-ана-

литическое определение напряженно-
деформированного состояния пород 
в окрестностях точек, лежащих на 
поверхностях горных выработок

Пусть имеется окрестность точки на 
поверхности выработки. Представим ее 
в виде круга, как изображено на рис. 1, 
а, под действием приложенных к мас-
сиву пород нагрузок, точки окружности 
получают неизвестные по величине 
напряжения и неизвестные априори 
радиальные и тангенциальные смеще-

ния ( )ru θ , ( )uθ θ , где r  и θ  — поляр-
ные координаты, связанные с центром 
круга O радиуса r a= . Здесь примем 

предположение, что смещения ( )ru θ , 

( )uθ θ  малы так, что отношения вели-

чин ( ) /ru aθ , ( ) /u aθ θ  много меньше 
единицы:

 ( ) / 1ru aθ  , ( ) / 1u aθ θ  . (1)

Для определения неизвестных сме-
щений ( )ru θ , ( )uθ θ  произведем пол-
ную (упругую) разгрузку рассматрива-
емой области, создав с помощью 
бурового инструмента круговую цилин-
дрическую щель, так, как это делается 
в [1—3, 14]. Прежде, чем образовывать 
щель, промаркируем точки, находящи-
еся на окружности с внутренней сто-
роны круговой области, буквами в, а, 
г, б, так же, как это сделано в [14] и на 
рис. 1, б. 

Дальше создается круговая цилин-
дрическая щель с центром в точке O 
и производятся измерения смещений 
точек в, а, г, б в радиальном (рис. 1, 
б, в) и тангенциальном направлениях. 
При этом уравнение границы получив-
шегося керна будет выглядеть как 

( )rur a= + θ или )
( )

(1
u

r ra
a

+
θ

= . (2)

Поскольку выполняется (1), то 
можно сказать, что в силу выбора зна-
чений радиуса a  и полученных значе-
ний ( )ru θ , ( )uθ θ  уравнение границы не 
изменилось ( r a≈ ).

Рис. 1. Круговая окрестность точки А (а); щелевая разгрузка окрестности с выделением 
реперных точек, предложенных в [14] (б); вид сбоку (в)
Fig. 1. Circular neighborhood of point A (a); slot unloading of the neighborhood with the reference 
points proposed in [14] (b); side view (c)
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Далее, зная точечные значения 
функций ( )ru θ , ( )uθ θ , можно восстано-
вить сами функции, если принять во 
внимание их разложения в ряды Фурье 
и использовать при этом системы 
линейных уравнений для нахождения 
коэффициентов разложений через 
заданные точки на окружности r a=  с 
разными значениями координаты θ  и 
известными значениями указанных 
смещений в этих точках. В результате 
после применения разгрузочной щели 
становятся известными функции сме-
щений:

 ( ), ( ).r ru U u Uθ θ= θ = θ  (3)

При этом очевидно, что вся исследу-
емая область (керн) переходит в полно-
стью разгруженное состояние. В случае 
упругости все напряжения становятся 
равными нулю, все перемещения, свя-
занные с деформациями, также обра-
щаются в ноль, при этом соотношения 
(3) характеризуют разгрузочные сме-
щения от пиковых значений до нуле-
вых. Чтобы вернуть окрестность точки 
(керна) в нагруженное состояние, необ-
ходимо к этой области, в том числе на 
границе, приложить перемещения с 
обратным знаком. В итоге получается 
2-я краевая задача с заданными на гра-
нице r a=  условиями

 ( ) ( )r r ru u U= θ = − θ ,  

 ( ) ( )u u Uθ θ θ= θ = − θ . (4)

Для решения 2-й краевой задачи с 
условиями (4) обратимся к методам, 
изложенным в [22—25]. Как известно, 
задача теории упругости в плоском 
случае состоит в решении двух уравне-
ний равновесия, удовлетворении усло-
виям совместности деформаций, закону 
Гука внутри области деформирования. 
Ее общее решение представляется фор-
мулами Колосова-Мусхелишвили [22], 
связывающими напряжения и смеще-

ния с двумя аналитическими функци-
ями ( )ϕ ξ  и ( )ψ ξ . Последние устанав-
ливаются из граничных условий задачи. 
В нашем случае областью деформиро-
вания является область, ограниченная 
неравенствами 0 r a≤ ≤ . Одно из гра-
ничных условий имеет вид при r a= :

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2
( )x yu iu u iuρ ϑ

ω σ ′ℵϕ σ − ϕ σ −ψ σ =
′ω σ

′σ ω σ
µ + = µ +

′ω σ
, (5)

где σ  — точка на единичной окружно-
сти 1σ = , 3 4ℵ= − ν  для случая пло-
ской деформации и (3 ) (1 )ℵ= − ν − ν
для обобщенного плоского напряжен-
ного состояния, ν  — коэффициент 
Пуассона, 2µ  — модуль сдвига, u ρ , uϑ  — 
значения граничных смещений на кон-
туре 1σ = , ( )= ω ξ  конформно ото-
бражающая функция исходной области 
на область вне или внутри единичного 
круга 1σ = . В нашем случае 

( )z а= ω ξ = ξ , ( ) а′ω ξ = ,
где а  — радиус окружности.

В центре круговой окрестности (или 
на оси керна) при r =  ставятся усло-
вия 0,u iuρ ϑ+ =  закрепляющие поло-
жение точки O на рис. 1 в момент соз-
дания цилиндрической щели.

Обратим внимание на условие (5), в 
него входят граничные значения функ-
ций ( )ϕ ξ  и ( )ψ ξ  в виде ( )ϕ σ , ( )ψ σ . 

Граничные функции ,u uρ ϑ  могут 
носить самый общий характер, связан-
ный с разложением в ряды Фурье. 
Ограничим этот вид простейшим пред-
ставлением. Пусть в результате обра-
ботки экспериментальных данных, 
полученных при разгрузке цилиндри-
ческой области (или керна) граничные 
функции ,u uρ ϑ  получают вид: 

0cos2( )u A Bρ = + ϑ − ϑ ,
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  0sin2( )u Cϑ = ϑ − ϑ ,  (6)

где A , B , C , 0ϑ  — величины, подлежащие определению из экспериментов (угол 
0ϑ  при этом связан с направлением главных осей тензора напряжений). Такой вид 

распределения предполагает двойную симметрию смещений ,u uρ ϑ  относительно 
прямой 0ϑ = ϑ  и прямой, ей перпендикулярной (ниже будет показано, как значе-
ния этих параметров можно получить, измеряя расстояния между четырьмя точ-
ками).

Функции ( )ϕ σ и ( )ψ σ , исходя из (5) и граничных условий (6), будем искать в 
виде

 3
1 3( )ϕ σ = α σ + α σ , 1( )ψ σ = β σ ,  (7)

где 1α , 3α , 1β  — неопределенные пока комплексные постоянные. Подставляя (7), 
(6) в (5), с учетом того, что

2
2

1 1
cos2

2
 ϑ = σ + σ 

, 2
2

1 1
sin2

2i
 ϑ = σ − σ 

,

получаем уравнение

 0 02 23 33 1
1 3 1 2

3
2

2 2
i iB C B C

A e e− ϑ ϑ α β + −  ℵ α σ + α σ − σ α + − = µ σ + σ +     σ σσ    
. (8)

Далее приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях σ . В результате 
получаем систему уравнений для нахождения коэффициентов 1α , 3α , 1β . Послед-
ние равны

 

0

0

2
1 3

2
1

2 ( )
, ,

1
3 3

1 1 .

i

i

A B C
e

B C e

− ϑ

− ϑ

µ + µα = α = ℵ− ℵ
     β = − µ + + µ −     ℵ ℵ    

 (9)

На основании (7) определяются функции ( )ϕ σ , ( )ψ σ , и тогда получаем

3
1 3( )ϕ ξ = α ξ + α ξ , 1( )ψ ξ = β ξ .

Заменяя здесь ξ  через z  по формуле z aξ = , находим

 
3

1 3
3( )

z z
z

a a
α α

ϕ = + , 1( )
z

z
a

ψ = β  и, (10)

соответственно, функции

 
2

1 3
3

3
( ) ( )

z
z z

a a
α α′Φ = ϕ = + , 1( )z

a
β

Ψ = . (11)

Теперь применяем формулы Колосова-Мусхелишвили как общее решение пло-
ской задачи теории упругости. С учетом (9) на основании [22] имеем
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 21
0 0 03

4 12( )
4Re ( ) cos2( ),( )r

B C
z r

a aθ

α +
σ + σ = Φ = + µ θ − θ θ = ϑ

ℵ
 (12)

(соотношение (12) — интегральное выражение условия совместности деформа-
ции [22]). Рассмотрим теперь проинтегрированные уравнения равновесия:

[ ]
0

2

2 ( )2
3

2 2 ( ) ( )

6( ) 1 3 3
2 1 1 .

i
r r

i

i z z z e

B C
r B C e

aa

θ
θ θ

θ−θ

′σ − σ + τ = Φ + Ψ =

  +    = µ − µ + + µ −     ℵ ℵℵ      

Выделяя здесь вещественную и мнимую части, получаем 

 

2
03

2
03

6( ) 1 3 3
1 1 cos2( ),

2

6( ) 1 3 3
1 1 sin2( ).

r

r

B C
r B C

aa

B C
r B C

aa

θ

θ

  σ − σ  +    = µ − + + − θ − θ      ℵ ℵℵ       


  +    τ = µ − + + − θ − θ      ℵ ℵℵ      

 (13)

Из (12), (13) следует, что

 

1
0

21
02

2

0

2 3 3
1 1 cos2( ),

2 12( ) 3 3
1 1 cos2( ),

6( ) 3 3
1 1 sin2( ).

r

r

B C
a a

B C
r B C

a a a

B C r
B C

a a

θ

θ

 α  µ    σ = + + + − θ − θ     ℵ ℵ    


 α  µ +    σ = − − + + − θ − θ      ℵ ℵℵ      
   µ +      τ = − + + − θ − θ       ℵ ℵ ℵ        


 (14)

Из (14) следует, что для значений полярного угла θ , совпадающего с 0θ
0 0( )θ = ϑ , значение 0rθτ = , то есть угол 0θ , задает главные направления тензора 

напряжений.
Другой особенностью выражений (13), (14) является то, что в случае 0B C+ ≠  

напряженное состояние в круговой области будет неоднородным, зависящим от 
значений полярного радиуса r  (соответствующие слагаемые подчеркнуты в (14)).

Для того, чтобы напряженное состояние круговой окрестности керна было 
однородным, необходимо, как следует из (14), чтобы выражение

 0B C+ = . (15)

При выполнении этого условия смещения ru и uθ  на границе r a=  должны 
иметь значения

 0cos2( )ru A B= + θ − θ , 0cos2( )u Bθ = − θ − θ . (16)

Только при выполнении (16) НДС в окрестности рассматриваемой точки будет 
однородным. При этом напряжения rσ , θσ , rθτ  выражаются как
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1
0

1
0

0 1

2 2
cos2( ),

2 2
cos2( ),

2 2
sin2( ), .

1

r

r

B
a a

B
a a
B A
a

θ

θ

α µ
σ = + θ − θ

α µ
σ = − θ − θ

µ µ τ = − θ − θ α = ℵ− 

 (17)

Из (17) следует, что максимальное касательное напряжение в этой области при 
условии (15) будет равно max 2 /T B a= µ .

Приведем теперь выражения для смещений. Имеем

( )2 ( ) ( ) ( ) .i
ru iu e z z z z− θ

θ
 ′µ + = ℵϕ − ϕ −ψ 

Здесь /ie r z− θ = .

С учетом (9), (10), находим

 

( ) ( )

( ) ( )

2

0

2

0

3 )
3 cos2( ) ,

2 2 2

3 )
3 sin2( ).

2 2 2

r

B Cr B C r B C
u A

a a

B Cr B C r B C
u

a aθ

   ++ −   = + ℵ− + + θ − θ   ℵ ℵ       


 + + −  = ℵ+ − − θ − θ   ℵ ℵ    

 (18)

При 0B C+ =  отсюда следует, что

 
0

0

( cos2( )),

sin2( ).

r

r
u A B

a
r

u B
aθ

 = + θ − θ

 = − θ − θ


 (19)

Часть 2. Определение главных осей и главных значений тензора напряже-
ний в круговой окрестности точки по данным измерения смещений на границе

Для оценки параметров , ,A B C , и угла 0θ , задающего направления главных 
осей тензора напряжений, проведем следующие три измерения расстояний между 
точками 1 2 3, , ,O T T T : найдем смещения ru  на границе r a=  в точках 1T , 2T , 3T , 
указанных на рис. 2, относительно центра круговой окрестности точки O.

Для определения смещений необходимо произвести измерения длин отрезков 
1 2 3, ,OT OT OT  до образования щели и после. 
Обозначим полученные значения смещения ru  в точках 1T , 2T , 3T  на рис. 2 

как 1u , 2u , 3u . Для определения параметров 0, ,A B θ  имеем следующую из (6) 
систему уравнений вида:

 
1 0

2 0

3 0

cos2 ,
sin2 ,
cos2 .

u A B
u A B
u A B

= + θ
 = + θ
 = − θ

 (20)
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Из (20) следует, что 

1 3 1 3
0

1 3
0 2

, cos2 ,
2 2

sin2 .
2

u u u u
A B

u u
B u

+ − = θ =
 + θ = −


 (21)

Рассматривая второе и третье урав-
нения (21) совместно, находим уравне-
ние для определения 02tg θ :

( )2 1 3
0

1 3

2
2

u u u
tg

u u

+
θ =

−
,

откуда значение угла 0θ  определится как

 
( )2 1 3

0
1 3

21
2

u u u
artctg

u u

− +
θ =

−
. (22)

После этого находится константа B :

2 2

1 3 1 3
22 2

u u u u
B u

− +   = + −   
   

. (23)

Отметим, что формулы (21)—(23) похожи на те, что имеют место в теории 
пластичности [26-28]:

1 3

2
σ + σ

σ = , 1 3
max 2
T

σ − σ
= , 1 3

2 2 2
σ + σ′σ = σ − .

При этом по аналогии с формулами пластичности устанавливаются значения 
«главных» перемещений, вычисленных вдоль главных направлений 0θ = θ  и 

0 / 2θ = θ + π . Согласно (19) имеем

2 2

1 3 1 3 1 3
max 2( )

2 2 2r

u u u u u u
u A B u

+ − +   = + = + + −   
   

,

2 2

1 3 1 3 1 3
min 2( )

2 2 2r

u u u u u u
u A B u

+ − +   = − = − + −   
   

.

Часть 3. Определение тангенциального перемещения по данным измерений 
расстояния между двумя точками

До сих пор рассматривались радиальные смещения точек 1T , 2T , 3T . Для 
оценки условия 0B C+ =  требуется найти значения тангенциального смещения 
uθ . Покажем, как это возможно осуществить, производя измерения расстояния 
между двумя точками. Рассмотрим опять рис. 2, но с других позиций. Имеем те 

Рис.  2.  Точки замеров радиальных 
перемещений ru . В точке 1T  полярный угол 

0θ = , в точке 2T  угол  / 4θ = π , в точке 
3T  — / 2θ = π

Fig. 2. Points where radial displacements ru  
are measured. At point 1T  polar angle 0θ = , at 
point 2T  angle  / 4θ = π , at 3T  angle 

/ 2θ = π
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1 1 1( , )rT a u uθ′ + , 2 2 2 2 2( cos cos sin , sin sin cos )r rT a u u a u uθ θ
′ θ + θ − θ θ + θ + θ . Рас-

смотрим вектор 1 2TT


 и определим его длину. С точностью до первого порядка 
малости смещений получаем следующее выражение

( )
2

2
1 2 2 1 2 12 1 cos 2 ( )(1 cos ) 2 sin ( )r rT T a a u u a u uθ θ
′ ′ ≈ − θ + + − θ + θ −



.

Рассмотрим аналогично вектор 1 2TT


. Его длина в соответствии с рис. 3 равна 
( )1 2 2 sin / 2 .TT a= θ



Обозначим разность длин векторов 1 2T T′ ′


, 1 2TT


 как 21T . Тогда 

( )2
21 2 1 2 12 1 cos 2 ( )(1 cos ) 2 sin ( ) 2 sin( / 2)r rT a a u u a u u aθ θ= − θ + + − θ + θ − − θ .

Умножим и поделим правую часть этого выражения на сопряженное. Получаем

2 1 2 1
21

2 12 1

2 ( )(1 cos ) 2 sin ( )

( )( )
2 sin 2 sin 1

2 2 2

r r

r r

a u u a u u
T

u uu u
a a ctg

a a

θ θ

θ θ

+ − θ + θ −
=

−+θ θ θ
+ + +

 , ( 0θ ≠ ).

Поскольку деформации 2 /ru a , 1 /ru a , 2 /u aθ , 1 /u aθ  много меньше единицы, 
то выражение в знаменателе получается равным 4 sin( / 2)a θ . Тогда выражение 
для 21T  упрощается до следующего:

Рис. 3. Представлены положения точек 1T , 
2T  после образования круговой щели. Здесь 
1 2,r ru u — радиальные смещения, 1 2,u uθ θ  — 

тангенциальные, θ  — полярный угол точ- 
ки 2T
Fig. 3. Location of points 1T , 2T  after the 
formation of the circular slot. Here 1 2,r ru u are 
radial displacements, 1 2,u uθ θ  are tangential 
displacements, θ  is the polar angle of point 2T

же самые точки 1T , 2T , 3T , располо-
женные на дуге окружности r a= . При 
этом обратим внимание, что за счет 
радиальных и  тангенциальных смеще-
ний точки 1T , 2T , 3T  примут положе-
ния, близкие к исходным. Обозначим 
новые положения точек 1T , 2T  как 1T ′ , 

2T ′ (рис. 3)
Найдем выражения расстояний от 

точки 1T  до точки 2T  в исходном 
состоянии и после образования щели. 
Точки 1T  и 2T до образования щели 
имеют координаты 1 1( ,0)T T a= , 

2 2( cos , sin )T T a a= θ θ . После образова-
ния щели точки 1T , 2T  смещаются, 
занимают новые положения. Предста-
вим положения этих точек в прямоу-
гольной декартовой системе координат, 
связанной с направлениями векторов 

1 3,OT OT
 

. В этой системе точки 1T ′  и 
2T ′имеют координаты 
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21 2 1 2 1( )sin ( )cos
2 2r rT u u u uθ θ

θ θ
= + + − .

Далее для точки 2T  на рис. 2 
/ 4θ = π . Поэтому

21 2 1 2 1( )sin ( )cos
8 8r rT u u u uθ θ

π π
= + + − ,  (24)

где 
1

sin 2 2
8 2
π
= − , 

1
cos 2 2.

8 2
π
= +

В соответствии c (20)

2 2 0 02 (cos(2 ) sin(2 ))r ru u A B+ = + θ + θ . (25)

Из (6) находим 

1 0 0sin2( ) sin2u C Cθ = θ − θ = − θ  

потому, что для точки 1T  полярный 

угол 0θ = . Для точки 2T  смещение 

2 0 0sin( 2 ) cos2
2

u C Cθ

π
= − θ = θ , так как 

полярный угол θ  для точки 2T равен 

/ 4θ = π . Тогда

2 1 0 0(cos2 sin2 )u u Сθ θ− = θ + θ .  (26)

Подставляя найденные выражения 
(25), (26) в (24), находим значение кон-
станты С :

21

0 0

2 sin
8

8(cos2 sin2 )cos
8

T A
С B tg

π
− π

= −
π

θ + θ



. (27)

Таким образом, задача определения 
функций смещений на контуре r a=  
решается. Задача свелась к нахождению 
расстояний между точками O , 1T , 2T , 

3T  на рис. 2.
Часть 4. Экспериментально-ана-

литическое определение напряженно-
деформированного состояния пород в 
окрестностях точек, лежащих в глу-
бине массива пород

Предполагается, что в глубине мас-
сива пород на некотором расстоянии от 
его поверхности реализуется плоское 

деформированное состояние. Это озна-
чает, что, начиная с некоторой глубины  

, ( 0)z h h= − > ,  в каждом сечении 
z const=  выполняются все условия пло-
ской деформации ( 0, 0z zx zyε = τ = τ = , 
смещение zu const= , все другие сме-
щения зависят от координат ,x y ). Дан-
ная позиция отражает общеизвестный 
факт, что переход от плоского напря-
женного к плоскому деформирован-
ному состоянию происходит при посто-
янных боковых нагрузках при 
значительном увеличении толщины 
пластины, оболочки.

Здесь также можно выделить точку 
и ее окрестность в виде круга в плоско-
сти , ( 0)z h h= − > . Требуется опреде-
лить радиальные и тангенциальные 
смещения на окружности радиуса 
r a=  при z h= − , как изображено на 
рис. 4.

С поверхности выработки высвер-
ливаются вглубь цилиндрические 
отверстия малого диаметра на глубину 
h. В эти отверстия помещаются репер-
ные элементы в виде жестких стерж-
ней, концы которых связываются с мас-
сивом пород в нижнем основании, а 
сами отверстия не мешают при этом 
движению стержней в результате 
деформирования основания. По движе-
нию концов стержней по вертикали в 
результате создания цилиндрической 
щели, освобождающей от напряжений 
контур r a= , можно судить о степени 
выполнимости условия плоской дефор-
мации 0.zε =  А по измерениям рассто-
яний между концами стержней в пло-
ско сти 0z =  можно судить о 
нормальных и тангенциальных смеще-
ниях контура r a=  на глубине h, т. е. в 
сечении z h= − . При этом для плоской 
деформации справедливы все те зави-
симости, что приведены в части 1, с 
отличием относительно величины 
параметра ℵ  (для плоской деформации 

3 4ℵ= − ν , где ν  — коэффициент 
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Пуассона). Также выполняются все зависимости, приведенные в частях 2 и 3, 
касающиеся определения главных осей тензора напряжений, главных значений в 
сечении z h= − , нормальных и тангенциальных смещений на контуре r a=  при 
z h= − .

В заключение приведем значения напряжений в круговой окрестности точки 
массива пород на поверхности или в глубине при условии, что 0В C+ = .

Имеем (14). Если 0θ = θ  или 0 / 2θ = θ + π , то эти направления соответствуют 
главным осям тензора напряжений, вдоль этих направлений величина 0rθτ = . При 

0θ = θ  одно из главных напряжений будет равно

4 2
( 1)r

A B
a a

µ µ
σ = +

ℵ−
.

При 0 / 2θ = θ + π  другое главное напряжение будет выражаться формулой

4 2
( 1)r

A B
a a

µ µ
σ = −

ℵ−
.

В случае 0В C+ ≠  напряженное состояние в окрестности будет неоднородным 
(см. (14)). На рис. 5 представлена круговая окрестность, нагруженная на контуре 
r a=  усилиями rσ  и rθτ  для случая 0 :В C+ ≠

0

0

4 3( )
( ) cos2( ),

( 1)

3( )
( ) sin2( ).

r

r

A B C
B C

a a

B C
B C

aθ

µ µ + σ = + + − θ − θ ℵ− ℵ 
µ + τ = − − θ − θ ℵ 

Рис. 4. Цилиндрическая окрестность прямой 0, 0x y= =  в нагруженном состоянии, сечение 
которой 0z =  находится в плоском напряженном состоянии, а сечение z h= −  ( 0h > ) — в 
состоянии плоской деформации (а); цилиндрическая окрестность, нижнее основание которой 
находится в состоянии плоской деформации, в измерительных скважинах установлены 
реперные элементы в виде стержней, концы которых запрессованы в массив пород (б)
Fig. 4. Cylindrical neighborhood of the straight line 0, 0x y= =   in the loaded state, the section 

0z =  is in the plane stressed state, the section z h= −  ( 0h > ) is in the plane strain state (a); 
cylindrical neighborhood with the lower base in the state of plane deformation, and reference 
elements in the shape of rods with the ends pressed into the rock mass are installed in measuring 
wells (b)
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Рисунок демонстрирует образова-
ние тангенциальных перемещений на 
контуре r a=  за счет действия каса-
тельных напряжений rθτ , стягиваю-
щих контактные дуги к двум точкам, 
лежащим на оси ординат. Здесь же 
показано образование растягивающих 
нормальных тангенциальных напряже-
ний θσ  в двух точках на оси абсцисс и 
отрицательных напряжений θσ  на оси 
ординат.

Подводя итоги, следует сказать, что 
целью работы являлось определение 
НДС в различных окрестностях точек, 
лежащих как на поверхности выра-
ботки, так и внутри, что изображено на 
рис. 6, заимствованном из [14]. Также 
следует добавить, что формирование 
разгрузочной щели должно происхо-
дить без сминания материала вблизи 
щели за счет процессов скалывания 
частиц материала.

В отличие от анализа вышеперечис-
ленных работ [1—3], где исследовалось 
по существу НДС в точке, в данной 
работе исследуется НДС в окрестно-

стях точек, причем неважно, в каком 
месте поверхности выработки они 
выбираются.

Выводы и рекомендации
1. Показано, как за счет применения 

цилиндрических разгрузочных щелей 
определяются точечные значения нор-
мальных и касательных смещений на 
контурах окрестностей точек, лежащих 
на поверхностях горных выработок и 
внутри массива пород, имеющих вид 
круговых областей. Для этого требу-
ется провести измерения расстояний 
между реперными точками или элемен-
тами, лежащими на границах круговых 
областей.

2. Показано, как от точечных значе-
ний можно перейти к функциональным 
зависимостям нормальных и касатель-
ных перемещений на границах круго-
вых областей. С помощью получен-
ных граничных перемещений решена 
2-я краевая задача теории упругости 
для плоского напряженного состояния 
плоской деформации для определения 

Рис. 5. Дополнительные напряжения rθτ  и 
θσ , действующие вблизи контура r a= , 

соответствующие слагаемым 0В C+ ≠
Fig. 5. Additional stresses rθτ  and θσ  
operating near the contour r a= , and 
corresponding to terms 0В C+ ≠

Рис .  6 .  Различные  распол ожения 
окрестностей точек массива горных пород 
на поверхности или в глубине выработ- 
ки [14]
Fig. 6. Various locations of neighborhoods of 
points on the surface and in the bulk of the mine 
working [14] 



154

напряжений, деформаций и смещений 
внутри рассматриваемых окрестностей 
точек.

3. Установлено, при каких радиаль-
ных и тангенциальных перемещениях 
на границах в самих круговых окрест-
ностях будет наблюдаться однородное 
НДС. Показано как по измерениям 
расстояний между тремя точками и 
центром области возможно определить 
главные оси тензора напряжений, глав-
ные значения.

4. Показано, как по измерениям рас-
стояний между точками, лежащими на 
границе круговой области, возможно 
определить тангенциальное напряже-
ние на границе при создании разгру-
зочной цилиндрической щели.

5. Показано, как возможно опреде-
лить контурные радиальные и танген-
циальные перемещения круговой обла-
сти, лежащей в глубине выработки, с 
целью их применения для определения 
НДС в случае плоской деформации.
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