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Аннотация: Рассмотрены алгоритмы построения аналитической функции заданного 
вида, описывающей форму мульды оседания земной поверхности, с использованием за-
меренных вертикальных сдвижений на некотором множестве точек, случайным образом 
расположенных на поверхности. Для построения и отработки расчетных алгоритмов 
первоначально рассмотрена задача в одномерной постановке, когда используются факти-
ческие данные, получаемые с применением поверхностных реперных станций, которая 
далее обобщена на случай 2D-мульды. При этом форма мульды оседания аппроксими-
руется заданной функцией в виде комбинации интегралов Гаусса с тремя (либо пятью 
для 2D-случая) определяющими параметрами. Рассмотрена возможность применения 
алгоритма случайного поиска при нахождении параметров искомой функции. Для про-
верки принципиальной возможности использования предложенного алгоритма построе-
на имитационная модель, описывающая возможную модельную мульду оседания, кото-
рая формируется посредством сочетания одномерных мульд, расположенных в главных 
сечениях моделируемой 2D-мульды. С помощью этой мульды формируется множество 
точек на поверхности, моделирующих возможное реальное множество, которое будет 
определяться в реальных условиях при наличии необходимой аппаратуры и алгоритмов 
измерения, разрабатываемых в настоящее время. Затем с использованием разработанно-
го алгоритма эти точки позволяют найти параметры аппроксимирующей функции для 
2D-случая и выписать соответствующее аналитическое выражение для оседаний земной 
поверхности. Описанный подход может быть перспективным в случае с использованием 
спутниковых технологий при наличии множества случайным образом разбросанных по 
территории естественных отражателей.
Ключевые слова: мульда, реперная станция, репер, случайный поиск, оседание поверх-
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Введение
Подземная отработка угольных пла-

стов, особенно неглубокого залегания, 
приводит к деформированию всего нале-
гающего массива, включая земную по- 
верхность. Оседание поверхности пред-
ставляет собой процесс, развивающийся 
во времени и контролируемый различ-
ными факторами, включая методы добы- 
чи, глубину добычи, толщину залежи и 
топографию поверхности, а также свой- 
ства пород налегающего массива. 

Деформация массива, приводящая к 
оседанию поверхности, включает гори-
зонтальные и вертикальные смещения 
горных пород, распространяющиеся да- 
леко за границы выработанного прост- 
ранства [1]. 

Оседание поверхности является од-
ним из основных параметров, опреде-
ляющих состояние наземных объектов, 
расположенных над выработанным про- 
странством и вблизи его границ. Вели- 

чина этого оседания in situ может быть 
определена с использованием реперных 
станций, в состав которых входит одна 
или несколько реперных линий, состоя-
щих из некоторого количества располо-
женных вдоль них реперов. Эти линии, 
которые во многих случаях можно счи-
тать прямыми, пересекают проекции вы-
работанного пространства на земную 
поверхность и, как правило, выходят 
заграницы этой проекции, захватывая 
окрестности выработок. Такие станции 
позволяют определять оседание земной 
поверхности в зависимости от развития 
во времени выработанного пространства, 
а знание функциональных закономерно-
стей, связывающих параметры мульды и 
размеры выработанного пространства, 
позволяет сделать прогнозные оценки 
такого деформирования [2]. 

Однако основное ограничение опи-
санного подхода прогнозирования за-
ключается в том, что, как правило, ис-
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пользование полученных в конкретных 
условиях данных скорее всего невоз-
можно при прогнозировании оседаний 
в новых горных условиях, по крайней 
мере до тех пор, пока используемые ме-
тоды не будут откалиброваны с учетом 
новых особенностей залегания пласта.

В настоящее время находят все боль-
шее применение методы описания со- 
стояния и поведения налегающего мас-
сива горных пород с использованием 
различных моделей механики сплошной 
среды, реализованных в рамках тех или 
иных численных алгоритмов. В част-
ности, достаточно подробно были рас-
смотрены возможности использования 
изотропной и трансверсально-изотроп-
ной модели упругости [2—12]. Однако 
казалось бы достаточно простая горно-
техническая ситуация не позволяет ис-
пользовать простые геомеханические мо- 
дели (теорию упругости, различного рода 
пластические теории, теорию ползуче-
сти и др.), поскольку полученные с их 
помощью результаты не адекватны на-
турным измерениям, достаточно просто 
получаемым in situ. Тем не менее исполь-
зование несколько усложненных моде- 
лей, пространственно неоднородных, 
приводит к вполне адекватным резуль-
татам [13—16]. 

Таким образом, с использованием чис- 
ленных моделей, после их калибровки, 
можно получить адекватное описание 
состояния и поведения массива, включая 
дневную поверхность [17]. Альтернати- 
вой сказанному в описании деформаций 
земной поверхности является маркшей- 
дерский подход, в рамках которого де-
формирование собственно массива не 
рассматривается, а дается описание сдви-
жений поверхности с использованием 
некоторых функций, обобщающих мно-
гочисленные наблюдательные данные 
[18].

Ранее такого рода закономерности бы- 
ли получены при выполнении условий 

плоской задачи, основные соотношения 
для которой приведены в [19]. Было по-
казано, что оседание поверхности мо-
жет быть вполне приемлемо описано с 
использованием комбинации функций, 
содержащей интегралы вероятностей 
Гаусса с некоторым набором определя-
ющих параметров, значения которых на- 
ходятся экспериментальным путем: 
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где η(x) — оседание поверхности в про-
извольной точке мульды x; H — глубина 
залегания пласта; η0, Cp, D — парамет- 
ры кривой; F(z) — интеграл Гаусса. 

Соотношение (1) применимо только 
в том случае, когда начало координат 
(x  =  0) расположено в центре мульды, 
положение которого на поверхности 
in situ должно быть известно заранее. 
В этом случае мульда обладает симмет- 
рией относительно этой точки.

Значения параметров η0, Cp, D мо-
гут быть получены путем обработки 
данных измерений реперных станций, 
и это, в конечном итоге, позволяет вы-
писать аналитические соотношения для 
определения оседания земной поверх-
ности и, как следствие, всех остальных 
параметров мульды сдвижения.

При этом возникает затруднение, со-
стоящее в том, что на местности, как 
правило, используется некоторая про-
извольная система координат, в общем 
случае не привязанная к образующейся 
мульде и в которой ноль не обязатель-
но расположен в центре мульды. В этом 
случае соотношение, описывающее фор-
му мульды, имеет вид
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где Dx  — положение центра мульды в 
используемой системе координат. Эта 
величина также изначально неизвестна 
и подлежит определению наряду с η0, 
Cp, D.

Для примера на рис. 1 точками пока-
заны такого рода измерения оседаний 
при отработке пласта Болдыревский, 
АО «СУЭК-Кузбасс», а схема соответ-
ствующей реперной станции в привязке 
к подземным горным выработкам пред-
ставлена на рис. 2 (показана лишь часть 
центральных реперов). Приведенные осе- 

дания поверхности обусловлены отра-
боткой только столба № 2. 

Отметим особенности оседания днев-
ной поверхности, которые хорошо вид-
ны на рисунке. В приведенном случае 
центр мульды был определен визуаль-
но по расположению точек, и с ним со-
вмещено начало координат (см. рис. 1). 
Видно, что в рассматриваемом случае 
мульда несимметрична относительно 
своей середины, что объясняется раз-
личным состоянием массива справа и 
слева от отрабатываемого столба. С од-

Рис. 1. Оседания реперов (точки) над отрабатываемым столбом № 2 в его центральной части
Fig. 1. Subsidence of benchmarks (points) above the coal pole No. 2 being worked out in its central part

Рис. 2. Расположение центральной части реперной линии относительно отрабатываемых столбов
Fig. 2. Location of the central part of reference line relative to coal poles being worked out
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ной стороны расположен еще не трону-
тый угольный пласт, а с другой — уголь 
из пласта уже вынут и там находятся 
обрушенные породы, и, следовательно, 
деформационные свойства массива су-
щественно различны по обеим сторонам 
отрабатываемого столба № 2 (черный 
прямоугольник), в  связи с чем массив 
оседает по-разному. 

Более того, на каждой полумульде, 
справа и слева, можно отметить наличие 
точек излома, расположенных примерно 
над границей выработанного простран-
ства. В связи с этим можно провести бо-
лее детальную аппроксимацию экспери- 
ментальных точек, если разделить их на 
группы. Две такие группы относятся к 
верхним частям каждой из полумульд и 
две — к нижним. При этом две первые 
лежат вне контура выработанного про- 
странства, а две другие — внутри. При 
построении соответствующих аппрок-
симаций функциями упомянутого выше 
вида для каждого из этих участков име-
ется свой набор определяющих парамет- 
ров, что позволяет построить аналити-
ческую функцию, достаточно точно опи-
сывающую экспериментальные данные.

Алгоритм случайного поиска
Нахождение параметров аппрокси-

мирующих кривых основано на итера-
ционном алгоритме случайного поиска, 
суть которого состоит в случайном пере- 
боре определяющих параметров в пре-
делах заданной области их изменения 
и вычисления соответствующей невяз-
ки, т.е. расхождения реальных значений 
оседаний, замеренных in situ и вычис-
ленных с использованием пробного на- 
бора праметров. В рассматриваемом слу- 
чае варьируются параметры кривой (1) 
η0, Cp, D. Для каждого из них задаются 
пределы изменения: η'<η0<η'', C'<Cp<C'', 
D'<D<D'', в рамках которых случайным 
образом на каждом шаге i выбираются 
переменные η0

i, Cp
i, Di. Размеры этого 

параллелепипеда ничем не ограничены 
и выбираются из опыта проведенных рас-
четов. При этом в качестве начального 
приближения можно выбрать любую точ-
ку внутри параллелепипеда, скажем, его 
центр:
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Важно отметить, что параллелепипед 
выбора может постепенно перемещаться 
по пространству, охватывая новые уча- 
стки изменения η0

i, Cp
i, Di. Это достига-

ется тем, что его центр всегда помеща-
ется в точку, в которой на одной из пре-
дыдущих итераций был зафиксирован 
локальный минимум невязки. Если на 
какой-либо итерации минимум не фик- 
сируется, то центр остается на месте и 
поиск минимума идет в текущем парал-
лелепипеде. Если же локальный мини-
мум достигнут в некоторой точке, то 
центр параллелепипеда перемещается в 
эту точку. В связи с этим размер проб-
ного параллелепипеда должен быть по 
возможности небольшим. В пространст- 
ве параметров η0, Cp, D он по мере приб- 
лижения к искомому решению опишет 

Рис. 3. Пример траектории перемещения паралле- 
лепипеда выбора в процессе случайного поиска
Fig. 3. An example of movement trajectory for the box 
of choice in random search process
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некоторую траекторию (на рис. 3 отоб- 
ражены изменения только двух парамет- 
ров, y0 и D). В расчете, которому соот-
ветствует этот рисунок, было выполнено 
более 3000 итераций, однако позиция па-
раллелепипеда изменялась только 75 раз.

Небольшой размер параллелепипеда 
обеспечивает оптимальную стратегию 
поиска, при которой пробные точки всег-
да выбираются из окрестности точки, 
обеспечивающей локальный минимум.

При этом невязка строится следую-
щим образом. Это среднеквадратичное 
отклонение Δi (на i-й итерации) изме-
ренных in situ величин оседания земной 
поверхности ηj (j = 1…N, N — число ре-
перов) в заданных точках расположения 
реперов (xj) от величин, рассчитанных с 
использованием (1) — η(xj) и перемен-
ных η0

i, Cp
i, Di. В результате серии ите-

раций на какой-то итерации находятся 
значения этих переменных η0

i, Cp
i, Di, 

доставляющие минимум величине Δi.

� � ��� ���i
p

j j
j

N

N
x

1 2
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Очевидно, что величина невязки всег-
да больше нуля и может совпадать с ним 

только в случае, когда все эксперимен-
тальные точки лежат на кривой (1). Ко- 
нечно, на практике в силу многих при-
чин такое совпадение невозможно, и за 
искомую кривую следует принять ту, для 
которой невязка имеет минимум. Далее 
приведены результаты применения это-
го алгоритма для случая, отображенно-
го на рис. 1. При этом поиск минимума 
невязки происходит для каждой из че-
тырех выделенных частей раздельно.

Из графиков на рис. 4 видно, что ис- 
пользование аппроксимаций вида (1) для 
верхней и нижней частей полумульд при- 
водят к существенно различным формам 
мульды оседания, для которых макси-
мальное оседание различается в разы. 
Это означает, что закономерности дефор- 
мирования массива над выработанным 
пространством и над нетронутым уголь-
ным пластом различны в силу бо́льшей 
его раздробленности и трещиноватости 
в первом случае.

В силу сказанного общая задача по-
строения аналитического соотношения 
для оседания поверхности может быть 
разбита на четыре: для каждой полумуль-
ды для верха и низа с использованием 

Рис. 4. Наилучшие аппроксимации замеренных оседаний поверхности на каждом из четырех выде-
ленных участков с использованием (1)
Fig. 4. The best approximations of measured surface subsidence in each of four se-lected data sets using (1)
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экспериментальных точек из соответ-
ствующей области. В частности, такое 
решение приведено в [20]. Во многих 
практических случаях бывает достаточ-
но построить решение только для по-
лумульд с использованием точек и для 
верха, и для низа. Оно также приведено 
на рис. 5.

В качестве альтернативы такому под- 
ходу можно поставить задачу случайного 
поиска в более сложном варианте. Ска- 
жем, при рассмотрении одной полумуль- 
ды можно ввести в расчет два парамет- 
ра, Cpl и Cpu, соответственно для нижней 
и верхней части полумульды. Аналогич-
но и для Dl и Du. При этом величина η0 — 
одна. В этом случае итерационный по-
иск осуществляется уже в пространстве 
пяти переменных, но принципиально не 
отличается от описанного выше.

Имитационный алгоритм
Важной особенностью применимости 

описанного алгоритма является необхо-
димость расположения линии реперов в 
средней части выработанного простран-
ства и перпендикулярно направлению 
развития очистных работ, т.е. выполне- 

ния условий плоской задачи, иными сло- 
вами, когда эта линия расположена в 
главной плоскости мульды. На практи-
ке такое случается весьма редко, скорее, 
в виде исключения, в силу того, что вы-
работанное пространство непрерывно 
увеличивается и, следовательно, изме-
няется мульда, а реперная линия оста-
ется на месте. 

На рис. 2 отображена ситуация, ког-
да упомянутые условия выполнены не в 
полной мере, т.е. реперная линия пере-
секает направление развития очистных 
работ (и, следовательно, главную ось 
мульды) под углом ~45°, что не позво-
ляет напрямую использовать соотноше-
ние (1). Однако реперная линия распо-
ложена в центральной части отработан-
ного участка, т.е. все же в зоне плоской 
деформации и соотношение (1) все же 
может быть использовано, если произ-
вести корректировку координат реперов. 
Их расчетные координаты должны быть 
заменены на проекции реальных коор-
динат на прямую, перпендикулярную 
направлению развития горных работ.

Достаточно простой и универсаль-
ный алгоритм случайного поиска нуж-

Рис. 5. Наилучшие аппроксимации замеренных оседаний поверхности для правой и левой полумульд 
с использованием (1)
Fig. 5. The best approximations of measured surface subsidence for right and left half-troughs using (1)
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дается, тем не менее, в  определенном 
подтверждении его сходимости, кото-
рое может быть выполнено проведени-
ем достаточно объемной серии пробных 
вычислений. Во-первых, при наличии 
многочисленных экспериментальных 
данных он может быть непосредствен-
но проверен с их использованием путем 
построения функций вида (1) и сравни-
тельных вычислений с этими данными. 
Тем не менее, встает вопрос, а для всех 
ли возможных комбинаций параметров 
из (1) разработанный алгоритм работо-
способен.

Для его проверки необходимо сгене- 
рировать набор случайно расположенных 
точек и для некоторого произвольного 
набора параметров η0, Cp, D, получить 
с помощью (1) набор η(xi). Иными сло-
вами, для случайного набора точек xi 
генерируется набор величин оседаний в 
этих точках η(xi). После этого получен-
ные величины также случайным образом 
подвергаются изменению с вариацией 
в разумных пределах, в результате чего 
формируется набор данных, моделиру-

ющих реальные данные, которые могли 
бы быть получены с использованием 
реперной станции. Именно к этим ве-
личинам применяется построенный ал-
горитм случайного поиска с целью вос-
становить использованные параметры 
η0, Cp, D, Dx. 

На рис. 6 и 7 демонстрируются полу-
ченные результаты. Точки на рис. 6 — 
это сгенерированные данные в соответ-
ствии с (1) при значениях параметров 
η0, Cp, D, Dx, равных 500 мм; 500 м; 0,7; 
1500 м, соответственно, и модифициро-
ванные случайным образом по коорди-
нате x в пределах до 10 м, а по η(x) — до 
20 мм. Кривая на рисунке — результат 
работы алгоритма случайного поиска, 
т.е. кривая вида (1) с параметрами η0, 
Cp, D, Dx, равными, соответственно, 
537 мм; 495 м; 0,72; 1550 м. На рис. 7 
демонстрируется сходимость итераци-
онного процесса, а именно зависимость 
невязки от количества проведенных 
итераций. Видно, что практически при 
250 итерациях процесс сходимости был 
завершен, но величина невязки не стала 

Рис. 6. Аппроксимация сгенерированных случайным образом в рамках имитационной модели точек 
функцией вида (1)
Fig. 6. Approximation of randomly generated points within framework of simula-tion model by a function of 
form (1)
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равной нулю из-за случайной корректи-
ровки величин xi и η(xi).

Отметим, что при расчетах было сге- 
нерировано 25 случайно расположенных 
точек (см. рис. 6), что привело к вполне 
приемлемому результату. 

Результаты. Аппроксимация 
2D-поверхности мульды
Эти рассуждения становятся весьма 

актуальными при рассмотрении оседа- 
ния земной поверхности в 2D-поста- 

новке, когда мульда имеет форму чаши 
(рис. 8, вертикальный масштаб для на-
глядности увеличен), в простейшем слу-
чае с двумя плоскостями симметрии. 

Как правило, такого рода мульды 
формируются при отработке пластово-
го месторождения (угольного пласта) 
длинными столбами, протяженностью 
до нескольких километров, и при этом 
длина лавы составляет несколько сотен 
метров (200—300 м). То есть на значи-
тельной части протяженности столба при 

Рис. 7. Сходимость итерационного процесса поиска минимума невязки
Fig. 7. Convergence of iterative process in searching for minimum residual

Рис. 8. Типичный вид мульды оседания земной поверхности в 2D-случае
Fig. 8. Typical view of subsidence trough in 2-D case
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его отработке реализуется условие пло-
ской деформации, и справедлив приве- 
денный выше алгоритм построения фор-
мы мульды в виде (1).

Однако все эти построения не могут 
использоваться в случае сопоставимо-
сти размеров выработанного простран-
ства по двум направлениям. В частно-
сти, такая ситуация в полной мере воз-
никает на начальной стадии отработки 
столба, когда в течение некоторого вре-
мени имеется полноценная 2D-мульда 
с двумя главными диаметрами.

Для описания формы мульды в таких 
случаях может быть использовано соот-
ношение, являющееся обобщением (1):
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где η0, Cpx, Dpx, Cpy, Dpy аналогичны пара-
метрам из (1).

Как и раньше, это соотношение спра-
ведливо при расположении начала коор- 
динат в центре мульды и условии, что 
x, y являются главными осями. Таким 
образом, 2D-форма мульды оседания 
определяется пятью параметрами, вхо-
дящими в соответствующие интегралы 
вероятностей Гаусса. Как и прежде, они 
должны быть определены с использо-
ванием данных, полученных тем или 
иным способом in situ. Это могут быть 
оседания реперов, однако теперь будем 
считать, что эти реперы не обязательно 
расположены в главных плоскостях.

Помимо этого, в  общей постановке 
с произвольной системой координат ве- 
личины, определяющие положение цент- 
ра мульды и направление хотя бы одной 
из главных осей относительно принятой 
системы, также подлежат определению. 
Это увеличивает число искомых пара-
метров до восьми. 

В последнее время появилась принци-
пиальная возможность определять осе- 
дание земной поверхности в некоторых 
произвольных точках в районе отработ-
ки месторождения с помощью спутни-
ковых технологий [21]. Эта технология 
находится в стадии разработки, но мо-
жет оказаться весьма перспективной. 
Для этого используются некоторые ес- 
тественные отражательные объекты на 
поверхности земли, которые заранее не- 
известны, но в процессе сканирования 
поверхности их координаты и величины 
смещений в них могут быть определе-
ны. Таким образом, в результате подоб-
ной процедуры получается набор точек 
(т.е. их координат), в которых заданы 
вертикальные смещения земной поверх-
ности.

С использованием именно этого на-
бора может быть образована невязка, по- 
добная (3):
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Приведенный выше алгоритм случай- 
ного поиска можно использовать для 
определения величин η0, Cpx, Dpx, Cpy, 
Dpy, доставляющих минимум функцио-
налу (5). Полученные значения можно 
считать искомыми для использования в 
соотношении (4). 

Далее рассмотрим подход нахожде-
ния параметров соотношения (4), не-
сколько отличный от описанного выше 
метода случайного поиска. Поскольку 
реальных данных по оседаниям земной 
поверхности с использованием совре-
менных технологий на сегодняшний день 
фактически нет, то оценить работоспо- 
собность предлагаемого алгоритма мож- 
но в рамках имитационного моделиро-
вания процесса оседания. 

Для примера зададим некоторую ис-
кусственную модельную мульду, т.е. вы- 
берем начало координат, в котором будет 
расположен центр мульды; направления 
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главных осей; набор значений для пяти 
параметров η0, Cpx, Dpx, Cpy, Dpy, которые 
лежат в допустимых пределах для ре-
альных условий. Для простоты будем 
полагать, что центр мульды расположен 
в начале координат, а оси x, y — глав-
ные. То есть справедливо соотношение 
(4), описывающее оседания в любой 
точке земной поверхности. При моде-
лировании выберем следующие значе-
ния параметров: η0 = 1000 мм; Cpx = 0.5; 
Dpx = 500 м; Cpy = 0,5; Dpy = 1000 м.

После этого случайным образом вы-
берем набор точек на поверхности (xi, yi, 
i = 1…N) в зоне возможного формиро-
вания мульды оседания и вычислим в 
соответствии с (4) оседания в этих точ-
ках η(xi, yi). Далее будем использовать 
полученные подобным образом расчет-
ные величины в качестве эксперимен-
тальных данных в имитационном алго- 
ритме и с его помощью постараемся вос- 
становить значения параметров η0, Cpx, 
Dpx, Cpy, Dpy. Достаточно хорошее совпа-
дение этих восстановленных величин с 
изначально заданными будет свидетель-
ствовать о приемлемости предлагаемо-
го алгоритма.

Вообще говоря, любые эксперимен-
тальные данные in situ определяются с 
некоторой погрешностью, в том числе 
и координаты точек, и значения оседа-
ний, в связи с чем расчетные значения 
xi, yi, η(xi, yi) перед использованием в ал-
горитме поиска также могут быть слу-
чайным образом подкорректированы в 
разумных пределах. Для каждой из пе-
речисленных величин задается некото-
рый интервал ее возможной вариации, 
из которого случайным образом выби-
рается величина возмущения δ. После 
этого вместо величин xi, yi, η(xi,  yi) в 
алгоритме используется набор величин 
xi + δxi, yi + δyi, η(xi, yi) + δηi. При этом воз-
никает вопрос об устойчивости алгорит-
ма относительно вариаций величин δ, 
который в дальнейшем потребует иссле-
дования.

На рис. 9 показано сгенерированное 
множество точек (250 шт.), случайным 
образом расположенных в прямоуголь-
нике 4000*4000 м. Для этих точек также 
сгенерированы величины η(xi, yi) в со- 
ответствии с описанным алгоритмом. 
В  этом прямоугольнике расположена 
мульда, параметры которой η0, Cpx, Dpx, 

Рис. 9. Случайным образом сгенерированные точки в области 4000*4000 м
Fig. 9. Randomly generated points in the area of 4000*4000 m
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Cpy, Dpy подлежат определению. Для 
обработки этих данных воспользуемся 
стандартным математическим пакетом — 
SURFER, который позволяет отстраивать 
гладкие сплайновые поверхности по чис-
ленным значениям функции в заданных 
точках. На рис. 10 показаны изолинии 
такой поверхности в соответствии с за-
данными ранее величинами, а  также и 
сами точки (см. рис. 9).

На рис. 10 выявляется пространст- 
венная структура, которая может интер- 
претироваться в качестве мульды. Непо- 
средственно на рисунке можно опре-
делить положение центра мульды и ее 
главные оси, которые в рассматривае-
мом случае, как и следовало ожидать, 
параллельны используемым координат-
ным осям. На рис. 10 они показаны от-
резками прямых — vert (при x = 500 м) и 
gor (при y = 250 м). То есть центр муль-
ды расположен в точке (500 м, 250 м), 
что соответствует исходным данным.

Дальнейшая обработка данных свя-
зана с построением кривых оседания в 

соответствующих сечениях полученной 
поверхности, что также достигается сред- 
ствами SURFER. Точки на кривых 1 и 2 
(рис. 11) получены в результате прове-
дения сечений по упомянутым осям и 
вычисления значений функции в набо-
рах точек, равномерно расположенных 
по показанным на рис.  10 отрезкам. 
Кривая 1 соответствует горизонтально-
му сечению (gor), а кривая 2 соответст- 
вует вертикальному сечению (vert). Для 
простоты сравнения кривые оседания 
поверхности по построенным сечениям 
совмещены на одном рисунке. Отметим, 
что максимальные оседания земной по-
верхности для обоих этих сечений, как 
и следовало ожидать, совпадают и рав-
ны ηmax = ~1000 мм.

Обсуждение и интерпретация 
результатов
Далее к этим точечным наборам дан- 

ных может быть применен алгоритм 
случайного поиска, описанный в начале 
статьи, с  тем чтобы аппроксимировать 

Рис. 10. Пространственная структура (мульда), построенная по сгенерированным точкам
Fig. 10. Spatial structure (trough) built from generated points
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их функциями вида (1) и получить зна-
чения параметров η0, Cpx, Dpx, Cpy, Dpy для 
(4). Выполненная таким образом обра-
ботка кривых 1 и 2 на рис. 11 позволяет 
получить следующие значения парамет- 
ров η0, Cpx, Dpx, Cpy, Dpy: 1000 мм; 0,52; 
515  м; 0,53; 1019  м, соответственно. 
Сравнение их с исходными значениями 
показывает практически полное совпа-
дение, что свидетельствует о работоспо- 
собности алгоритма.

Заметим, что выбранное при постро-
ении поверхности число точек (250 шт.) 
позволило получить достаточно гладкую 
поверхности и соответствующие кривые 
оседания по главным сечениям (рис. 11). 
Это обстоятельство дает возможность 
далее воспользоваться результатами [24], 
в  соответствии с которыми параметр 
Dpx(Dpy) (см. (4)) равен половине шири- 
ны мульды на уровне ηmax /2. Горизон- 
тальная прямая проведена именно на 
этом уровне, т.е. 500 мм, и непосредст- 
венные измерения (могут быть выпол- 
нены в какой-нибудь графической прог- 
рамме) показывают, что для кривой  1 
Dpx = ~511 м, а для кривой 2 — Dpy = 
= ~1014 м.

На рис. 11 приведены также вспомо- 
гательные кривые 3 (синий цвет) и 4 (фио- 

летовый цвет), которые получаются сме- 
щением кривой 1 по оси координат на 
+700 м (кривая 3) и на –300 м (кривая 4) 
до совпадения соответствующих сторон 
мульд 1 и 2. Такого рода построение  
позволяет констатировать, что наклоны 
бортов (на рис. 11 правого и левого) для 
мульд 1 и 2 фактически совпадают. Пра- 
вый совпадает полностью, а левый име-
ет некоторое незначительное расхожде-
ние. Именно наклоны этих кривых оп- 
ределяют значение параметров Cpx, Cpy. 
Непосредственное их дифференцирова-
ние при приводит к значениям Cpx, Cpy 
равным примерно 0,53.

Таким образом, обработка кривых на 
рис. 11 в рамках [22] позволяет получить 
следующие значения параметров η0, Cpx, 
Dpx, Cpy, Dpy: 1000 мм; 0,53; 511 м; 0,53; 
1014 м, соответственно. Сравнение их 
с исходными значениями и значениями, 
полученными алгоритмом случайного 
поиска, показывает практически полное 
совпадение.

При этом возникает весьма важный 
вопрос, связанный с расположением и 
количеством определенных точек. Оче- 
видно, что на равномерное по площади 
распределение обнаруженных точек от-
ражения рассчитывать не приходится, 

Рис. 11. Сечения построенной поверхности (см. рис. 10) по главным осям
Fig. 11. Sections of constructed surface (Fig. 10) along the main axes
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что было бы наиболее благоприятным 
случаем, в  связи с чем в дальнейшем 
следует оценить влияние количества то- 
чек и неравномерности их распределе-
ния по поверхности на применимость 
алгоритма. Если количество этих точек 
недостаточно, то в отличие от изобра-
жения на рис. 10, где четко выделяется 
структура оседаний поверхности, сколь- 
нибудь приемлемое построение невоз-
можно и говорить о параметрах муль-
ды, видимо, не имеет смысла, разве что 
о примерном месте ее расположения.

Заключение
В статье рассмотрено построение ана- 

литической функции, описывающей фор- 
му мульды оседания земной поверхно-
сти. При этом функция задана в виде 
комбинации интегралов Гаусса, хорошо 
зарекомендовавшей себя в аппроксима-
ции экспериментальных данных, полу-
чаемых с помощью реперных станций. 
В общем случае ситуация усложняется 
тем, что экспериментальные точки заме- 
ров оседаний случайным образом раз-
бросаны по определенной, достаточно 
обширной территории. В связи с этим 
для определения параметров, входящих 
в выражение для искомой функции, был 
предложен алгоритм, основанный на 
поиске минимума функционала невяз-

ки между измеренными in situ оседания- 
ми и вычисленными теоретически по 
формуле значениями. Алгоритм поиска 
реализован в рамках метода случайного 
поиска, когда искомые параметры про-
извольным образом варьируются и от-
бираются те их значения, которые при-
ближают к минимуму невязки.

Такого рода прямая процедура в 
случае 2D-мульды требует нахождения 
8 варьируемых параметров: пяти пара-
метров самой функции, положения цент- 
ра мульды (2 параметра) и направления 
главных осей мульды (1 параметр), что 
может привести к неоднозначности по-
лучаемых результатов. В связи с этим 
был предложен комбинированный алго-
ритм с использованием на первом этапе 
стандартного математического пакета 
SURFER и на втором этапе — алгорит-
ма построения мульды в 1D-варианте, 
описанного в начале статьи. 

Помимо этого, при достаточной глад- 
кости результатов, получаемых на первом 
этапе, на втором могут быть использо- 
ваны полученные ранее закономерности, 
связывающие форму мульды и парамет- 
ры отработки рудного тела. В рассмот- 
ренном в статье случае оба подхода на 
втором этапе привели практически к од- 
ному результату, что свидетельствует в 
пользу того и другого.
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