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Аннотация: В основе прогноза обогатимости любого минерального сырья лежат фрак-
ционные характеристики, позволяющие оценить предельную обогатимость выбранным 
методом обогащения. Для информационных методов обогащения это особенно прояв-
ляется при использовании поверхностных методов получения информации, такого, на-
пример, как рентгенофлуоресцентная сепарация. В  этом случае фракционные харак-
теристики имеют свойства, связанные с геометрией измерения поверхностных свойств 
кусков. В работе выполнен анализ покусковой минеральной неоднородности на куско-
вой пробе медной руды. Выявлено, что неоднородность поверхностной минерализации 
кусков увеличивается по мере роста значения аналитического параметра. Для оценки 
меры неоднородности более информативными являются показатели абсолютных зна-
чений, такие, например, как среднее квадратическое отклонение и сумма модулей от-
клонения от среднего значения. Установлено, что частные реализации отличаются друг 
от друга и требуют усреднения функции плотности распределения вероятности анали-
тического параметра, который используется в качестве признака разделения, для после-
дующего прогноза обогатимости. Получены экспериментальные частные и усреднённые 
фракционные характеристики для изученной пробы медной руды. Для принятых границ 
разделения определены идеальные технологические показатели предварительного обо-
гащения с использованием рентгенофлуоресцентной сепарации, сделан вывод о потен-
циальной обогатимости изученной руды методом рентгенофлуоресцентной сепарации.
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Введение
Предварительная концентрация 

минерального сырья с использованием 
информационных методов обогаще-
ния применяется в  настоящее время 
при переработке разнообразных видов 
полезных ископаемых [1]. 

Предварительному обогащению 
с применением различных информаци-
онных методов подвергают урановые 
[2, 3], золотосодержащие [4, 5], руды 
чёрных металлов. Широкое применение 
находят информационные методы и при 
предварительном обогащении таких руд 
цветных и редких металлов, как: свин-
цово-цинковые [6], медно-никелевые 
[7], медные [8], цирконсодержащие [9], 
литийсодержащие [10, 11], оловосодер-
жащие [12], вольфрамсодержащие [13]. 
Кроме того, есть примеры успешного 
применения этих методов при обогаще-
нии кварцевого сырья [14], а также дру-
гих видов неметаллических полезных 
ископаемых [15, 16].

Актуальность включения предва-
рительного обогащения в  технологию 
переработки сырья для горно-обогати-
тельных, горно-химических и  горно-
металлургических комбинатов вызвана 
снижением содержаний ценных ком-
понентов в добываемой горной массе, 
с  завершением отработки базовых 
месторождений, вовлечением в перера-
ботку минерального сырья удалённых 
от комбинатов месторождений, требую-
щим значительного увеличения транс-
портных затрат [17]. 

Наряду с  гравитационными [16, 
18] и  магнитными [16, 19, 20] при-
ёмами предварительной концентрации 
широкое распространение получили 
информационные методы сепарации 
полезных ископаемых [16, 21, 22], 
в  которых могут использоваться раз-
личия минералов в  таких свойствах, 
как естественная радиоактивность [3], 
элементный состав [16, 22], люминес-
ценция [16, 23], теплопроводность [24, 
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25], оптические характеристики [5, 26] 
и многие другие. 

Большие информативные возмож-
ности и универсальность по сравнению 
с другими имеет рентгенофлуоресцент-
ный метод [22].

Рентгенофлуоресцентный метод 
позволяет определить элементный 
состав контролируемого вещества, бла-
годаря чему появляется возможность 
вести сортировку многокомпонентных 
руд, используя специальные алгоритмы 
принятия решения с  учётом содержа-
ний нескольких элементов, однако дан-
ный метод имеет ряд особенностей, 
влияющих на обогатимость сырья.

Рентгенофлуоресцентный метод 
сепарации относится к  методам, 
использующим поверхностные при-
знаки разделения, поскольку в  нём 
информацию об  элементном составе 
получают от внешнего слоя куска глу-
биной в доли миллиметра.

Этот фактор является существенным 
при оценке потенциальных технологи-
ческих показателей разделения сырья 
данным методом, поскольку показатели 
будут зависеть от характера объёмной 
минерализации кусков и  от  полноты 
контроля поверхности кусков.

В качестве аналитического параме-
тра, по величине которого принимается 
решение о разделении кусков, исполь-
зуют параметр H, представляющий 
спектральное отношение числа импуль-
сов в характеристической области вто-
ричного рентгеновского излучения 
элемента к числу импульсов в области 
рассеянного излучения [22].

Влияние этих условий на  эффек-
тивность разделения рассмотрено 
ранее при математическом модели-
ровании процесса [27, 28] и  при экс-
периментальном изучении процесса 
рентгенофлуоресцентной сепарации 
на  искусственных образцах сортируе-
мого материала [28]. Исследованиями 

выявлены определённые закономерно-
сти влияния характера минерализации 
модельных и искусственных образцов 
на эффективность сепарации, которые 
могут быть использованы при совер-
шенствовании рентгенофлуоресцент-
ных сепараторов. 

Более достоверную оценку влия-
ния характера специфической минера-
лизации кусков реальных руд может 
дать изучение показателей сепарации 
на  выборках характерных по  виду 
минерализации кусков обогащаемого 
сырья при их неоднократном прохож-
дении через измерительную зону сепа-
ратора с  последующим усреднением 
фракционной характеристики.

Целью исследования является 
получение для отдельных реализаций 
прохождения частиц через сепаратор 
покусковой плотности распределения 
вероятностей аналитического параме-
тра, представляющей собой важней-
шую фракционную характеристику 
материала, и  аналогичной характе-
ристики для усреднённых данных, 
а  также использование этих характе-
ристик для прогноза технологических 
показателей обогащения при идеаль-
ном разделении изученной пробы 
руды по граничным значениям анали-
тического параметра.

В качестве меры минеральной неод-
нородности контролируемой поверх-
ности кусков рассмотрены такие пока-
затели, как значение коэффициента 
вариации VH аналитического параме-
тра H, по  которому осуществляется 
принятие решения об  удалении куска 
из  потока, среднее квадратическое 
отклонение аналитического параметра 
H — SH, а также сумма модулей откло-
нения от среднего значения, отнесённая 
к среднему значению для N измерений 
аналитического параметра каждого 
куска — TH. Показатели VH и SH вычис-
лены по стандартным формулам, пока-
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затель меры неоднородности TH рас-
считан как

	
N

H j срN срN
j=1

T = H -H / H∑ ,	 (1)

где Hj  — значение аналитического 
параметра в  j-м измерении рентгенов-
ских характеристик куска, усл. ед., 
HсрN  — среднее значение аналитиче-
ского параметра куска, полученное для 
N измерений, усл. ед. 

Методика 
исследований
Для изучения влияния характера 

минерализации кусков на  эффектив-
ность сепарации на  пробе кусковой 
руды проведены опыты, включавшие 
в  себя экспериментальное определе-
ние аналитического параметра, связан-
ного с  поверхностным содержанием 
компонента. Проба кускового матери-
ала представлена кусками крупностью 
-50+25  мм окисленной медной руды, 
в  кусках пробы визуально отмечен 
различный характер минерализации. 
Среднее содержание меди в  пробе 
равно 1,24%.

Реализация процесса сепарации 
выполнена с применением лаборатор-
ного рентгенофлуоресцентного сепа-
ратора СРФ-100Л. Каждый из  кусков 
пробы был неоднократно пропущен 
через измерительную систему сепара-
тора, при этом происходило измерение 
аналитического параметра в динамиче-
ских условиях.

В качестве аналитического пара-
метра H принято спектральное отно-
шение числа импульсов в  характе-
ристической области вторичного 
рентгеновского излучения меди (NCu) 
к числу импульсов в области рассеян-
ного излучения (Ns):

/CuH N Ns= .

Для пробы, состоящей из 55 кусков, 
общее число измерений составило 
более 1000 (20 измерений на  каждый 
кусок).

Полученные значения частных изме-
рений аналитического параметра каж-
дого куска обработаны с применением 
формул математической статистики. 
Для каждого куска рассчитаны: сред-
нее значение аналитического параметра 
для N измерений — Hср; коэффициент 
вариации  — VH; среднее квадратиче-
ское отклонение  — SH. По  формуле 
(1) рассчитан показатель меры неодно-
родности TH. По  рассчитанным пока-
зателям проведена оценка неоднород-
ности минерализации контролируемой 
поверхности кусков (рис. 1, табл. 1).

Для кусков пробы изученной руды 
экспериментально определена зави-
симость между массовой долей меди 
и аналитическим параметром, которая 
затем использована для прогноза тех-
нологических показателей разделения.

Рассчитаны и  построены покуско-
вые плотности распределения вероят-
ности среднего значения аналитиче-
ского параметра w(Hi) и массовой доли 
меди α(Hi) для пробы кускового мате-
риала (рис. 2).

Полученные фракционные характе-
ристики в виде покусковой плотности 
распределения вероятности аналитиче-
ского параметра w(Hi) и  зависимости 
содержания компонента от  значения 
аналитического параметра α(Hi) явля-
ются основой для прогноза технологи-
ческих показателей разделения изучен-
ной пробы.

Прогнозируемые технологические 
показатели разделения при использова-
нии идеального сепаратора могут быть 
определены по формулам в табл. 1.

Для случая идеального разделения 
(идеальный сепаратор) вероятность 
извлечения может быть рассчитана 
по алгоритму
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	 ( )
1 при ;

0,5 при ;
0 при .

i гр

х i i гр

i гр

H H
H H H

H H

 >
ε = =
 <

	 (10)

Также прогноз технологических 
показателей разделения для различ-

ных границ разделения или задан-
ных показаний по  качеству продук-
тов разделения можно осуществлять 
с использованием кривых разделения, 
построенных на основе рассчитанных 
по  формулам (2)—(5)  фракционных 
составов исходного и  накопленных 
продуктов.

выход продукта:
хвосты

( )
1

;
l

х и i i
i

w H H
=

γ = ⋅ ∆∑
(2)

концентрат
( )

1

;
n

к и i i
i l

w H H
= +

γ = ⋅ ∆∑
(3)

массовая доля компонента в продукте:
хвосты

( ) ( )-1

1

;
l

х и i i i
i

w H H H
=

ϑ = γ ⋅ α ⋅ ∆∑
(4)

концентрат
( ) ( )-1

1

,
n

к и i i i
i l

w H H H
= +

β = γ ⋅ α ⋅ ∆∑
(5)

где ( ) /  – и i i iw H H= γ ∆ плотность распределения вероятности аналитического 
параметра, усл.  ед.‑1; iH∆   — ширина интервала фракции по  аналитическому 
параметру, усл. ед.; i — количество кусков пробы, имеющих значение аналитиче-
ского параметра ниже граничного значения Hгр; n — общее число кусков пробы; 

( )iHα  — экспериментально полученная α-функция для кусков пробы.
А при известной сепарационной характеристике аппарата, учитывающей несо-

вершенство процесса разделения, формулы прогноза технологических показате-
лей будут иметь следующий вид:
выход продукта:
хвосты

( ) ( )
1

;
n

х и i х i i
i

w H H H
=

γ = ⋅ ε ⋅ ∆∑
(6)

концентрат
( ) ( )

1

;
n

к и i к i i
i

w H H H
=

γ = ⋅ ε ⋅ ∆∑
(7)

массовая доля компонента в продукте:
хвосты

( ) ( ) ( )-1

1

;
n

х и i i х i i
i

w H H H H
=

ϑ = γ ⋅ α ⋅ ε ⋅ ∆∑
(8)

концентрат
( ) ( ) ( )-1

1

,
n

к и i i к i i
i

w H H H H
=

β = γ ⋅ α ⋅ ε ⋅ ∆∑
(9)

где ( ) ( ), х i к iH Hε ε  — вероятность извлечения куска в хвосты и концентрат, д. ед. 
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Результаты и их обсуждение
Для поверхностных признаков, 

к  которым относится аналитический 
параметр, используемый при рентге-
нофлуоресцентной сепарации, важно 
оценивать меру минеральной неодно-
родности контролируемой поверх-
ности. Для оценки неоднородности 
получаемых показателей использованы 
такие показатели меры неоднородно-
сти, как: коэффициент вариации анали-
тического параметра H — VH, среднее 
квадратическое отклонение аналитиче-
ского параметра H — SH, и показатель 
неоднородности — TH. Последний рас-
считан по формуле (1).

На рис. 1 приведены зависимости 
показателей неоднородности VH и  SH 
от  среднего значения аналитического 
параметра (рис. 1, а, б), дополни-
тельно рассчитаны средние значения 
показателей VH и  SH на  выделенных 
диапазонах по значению H. Как пока-
зывает рис. 1, а, коэффициент вари-
ации среднего значения меняется 
в  диапазоне от  20 до  122%, что сви-
детельствует о значительной вариации 
поверхностной минерализации для 
пробы в  целом. Также можно отме-
тить наибольшую вариацию в  диапа-
зоне малых значений аналитического 
параметра (0,05–0,125 усл. ед.). Отме-
ченные факты указывают на  то, что 
коэффициент вариации по  среднему 
значению аналитического параметра 
является малоинформативным. 

Зависимость показателя меры неод-
нородности SH от  среднего значения 
аналитического параметра (рис. 1, б), 
напротив, демонстрирует более тесную 
связь, что выражается видом зависимо-
сти — близкой к прямой. Наблюдаемый 
тренд показывает, что неоднородность 
поверхностной минерализации воз-
растает по  мере увеличения среднего 
значения аналитического параметра. 
Можно сделать вывод о том, что абсо-

лютные отклонения от среднего значе-
ния являются более информативными 
для оценки неоднородности.

Как показывает рис. 1, в, связь между 
показателями неоднородности TH и VH 
является довольно тесной, коэффици-
ент корреляции двух этих показате-
лей равен 0,9703. Это свидетельствует 
о том, что показатель суммы абсолют-
ных отклонений от среднего значения, 
полученного усреднением нескольких 
реализаций для одного куска, так же, 
как и коэффициент вариации, не может 
являться оценкой меры минеральной 
неоднородности поверхности.

Так как каждый кусок пропущен 
через измерительную систему неодно-
кратно, то на следующем этапе иссле-
дований были рассчитаны и построены 
фракционные характеристики (рис. 
2)  для изученной пробы медной руды 
в вариантах частных реализаций (серия 
штриховых линий 2) и по усреднённым 
значениям аналитического параметра, 
рассчитанных по результатам всех реа-
лизаций (сплошная линия 1). Частная 
реализация, или «прогонка» — это ими-
тация единичного опыта по сортировке 
всех кусков пробы руды в  динамиче-
ских условиях. Так как каждый кусок 
пробы был подвергнут измерению ана-
литического параметра H неоднократно 
(20  раз), необходимо усреднить эти 
полученные значения по  результатам 
всех «прогонок». 

Построенные фракционные харак-
теристики представляют собой поку-
сковые плотности распределения 
вероятности по  признаку разделения. 
Зависимости имеют выраженный пра-
воасимметричный вид, что характерно 
для исходной пробы рядовой и бедной 
руды. Выявлено, что плотности рас-
пределения вероятности, рассчитанные 
по  усреднённым значениям всех реа-
лизаций (см. рис. 2, 1) и построенные 
по результатам одной «прогонки» част-
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Рис. 1. Показатели меры неоднородности минерализации контролируемой поверхности: а — 
зависимость коэффициента вариации от среднего значения аналитического параметра H; 
б — зависимость среднего квадратического отклонения от среднего значения аналитического 
параметра H; в — связь между показателями меры неоднородности VH и TH
Fig. 1. Nonuniformity measure indicators of the controlled surface mineralization: a – dependence 
of the variation coefficient on the average value of the analytical parameter H; б — dependence 
of the mean square deviation on the average value of the analytical parameter H; в — correlation 
between the measure of nonuniformity indicators VH and TH
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ной реализации (см. рис. 2, 2), различа-
ются. Так, например, частная реализа-
ция может одновременно как занижать, 
так и завышать значения признака раз-
деления по сравнению с усреднёнными 
значениями, об  этом свидетельствует 
вид частных фракционных характери-
стик, имеющих более широкие диа-
пазоны изменения и меньшую высоту 
в точке экстремума. Этот факт объясня-
ется неоднородностью поверхностной 
минерализации кусков, а также тем, что 

в частной реализации кусок измеряется 
однократно, только с  одной стороны, 
а при усреднении результатов имитиру-
ется многосторонний осмотр, что уве-
личивает полноту получаемой инфор-
мации о поверхности куска. Это факт 
позволяет рекомендовать при изучении 
обогатимости регтенофлуоресцентным 
методом проводить не  менее двух-
трёх опытов в динамических условиях, 
с последующим усреднением получае-
мых значений аналитического параме-

Таблица 1 
Сравнение различных показателей меры неоднородности
Comparison of various indicators of the nonuniformity measure

Диапазон  
по значению H, 

усл. ед.

Показатель меры неоднородности
А Б В

VH, % SH, усл. ед. TH
0,05–0,125 70,48 0,05 5,69
0,125–0,25 57,95 0,11 4,26
0,25–0,50 41,28 0,15 3,13
0,50–1,00 44,87 0,35 3,51
1,00–1,25 32,15 0,37 2,48
1,25–2,25 57,57 0,81 4,42
2,25–3,50 58,98 1,52 4,27
3,50–3,67 50,90 1,85 4,28

Рис. 2. Плотности распределения вероятности аналитического параметра, полученные при 
усреднении значений всех реализаций (1) для кусков пробы и в частных реализациях (2) 
Fig. 2. Probability distribution densities of analytical parameter obtained by averaging the values 
of all implementations (1) for sample lumps and in particular implementations
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тра. Последующий прогноз технологи-
ческих показателей разделения также 
рекомендуется осуществлять с исполь-
зованием фракционных характеристик, 
построенных по  усреднённым значе-
ниям аналитического параметра.

В табл. 2 для изученной пробы руды 
приведены фракционные составы исход-
ного и  накопленных продуктов, рас-
считанные для усреднённых значений 
признака разделения с  применением 
экспериментально полученной зависи-
мости массовой доли меди от  анали-
тического параметра. На рис. 3 приве-
дены кривые разделения, рассчитанные 
с применением формул (2)—(5).

Кривые обогатимости являются 
инструментом для прогноза технологи-
ческих показателей разделения, вари-
анты использования которого достаточно 
гибки. Так, задавая различные значения 
границы разделения Hгр по  аналити-
ческому параметру, можно определить 
идеальные технологические показатели, 
такие как выход целевого продукта 
и массовая доля компонента в нём.

Целевым продуктом для предвари-
тельного обогащения чаще всего явля-

ются хвосты, выход которых должен 
стремиться к максимально возможному 
при наложенных ограничениях на каче-
ство либо на потери компонента этим 
продуктом. 

Для изученной пробы руды сделан 
прогноз получаемых технологических 
показателей по  хвостам при Hгр = 0,1 
и  Hгр = 0,3 усл. ед. В  первом случае 
выход хвостов составил 0,1838 д. ед. 
при содержании в  этих хвостах меди 
0,25%, при этом потери меди составили 
3,7%, для второго граничного значения 
выход хвостов 0,4711 д. ед., содержание 
меди 0,38%, потери меди 14,4%. При 
потенциальном выходе хвостов более 
0,2 д. ед. и  массовой доле меди в  них 
на уровне отвальных хвостов, получае-
мых при флотации, ϑ = 0,2−0,3%, при-
менение предварительного обогащения 
в крупнокусковом виде с применением 
рентгенофлуоресцентной сепарации 
является целесообразным [17, 21]. Для 
изученной руды можно предположить, 
что разделение при границе по величине 
аналитического параметра в диапазоне 
Hгр=0,1−0,3 усл. ед. позволит достичь 
приемлемых показателей обогащения.

Таблица 2 
Фракционный состав исходного и накопленных продуктов
Fractional composition of the feed and accumulated products

Гра-
ницы 
фрак-
ций H,  
усл. ед.

Элементарные фракции Накопленные фракции Извлече-
ние меди 
в нако-
пленные 
хвосты  
(потери 

меди), %

H, 
усл. ед.

выход, 
д. ед.

αCu, % концентрат хвосты
выход 

γк,  
д. ед.

βCu, % выход 
γх,  

д. ед.

ϑCu, 
%

0,05–0,1 0,0750 0,1838 0,25 1,0000 1,24 0,1838 0,25 3,7

0,1–0,3 0,2239 0,2873 0,46 0,8162 1,46 0,4711 0,38 14,4

0,3–0,7 0,4499 0,2402 0,80 0,5289 2,00 0,7113 0,52 29,9

0,7–1,1 0,8514 0,1485 1,57 0,2887 3,00 0,8598 0,70 48,8

1,1–2,0 1,4500 0,0777 2,40 0,1402 4,52 0,9375 0,84 63,9

2–3,67 3,3246 0,0625 7,15 0,0625 7,15 1,0000 1,24 100,0

Итого 0,6330 1,0000 1,24 – – – – –
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Однако следует помнить, что полу-
ченные по кривым разделения показа-
тели являются идеальными и для про-
гноза реальных показателей следует 
учитывать сепарационную характери-
стику аппарата.

Предложения по практическому 
применению
Методика проведения исследований 

может быть применена при изучении 
обогатимости кусковых проб различ-
ных видов руд методом рентгенофлу-
оресцентной сепарации. Полученные 
при этом фракционные характеристики 
можно широко применять как для про-
гноза технологических показателей 
разделения, так и для оценки методом 
рентгенофлуоресцентной сепарации 
потенциальной обогатимости руды 
в целом. 

Направление будущих 
исследований
В дальнейшем необходимо изучить 

влияние сепарационной характери-

стики аппарата, рентгенофлуоресцент-
ного сепаратора, на получаемые тех-
нологические показатели разделения, 
с целью прогноза показателей, макси-
мально приближенных к получаемым 
в реальных условиях сортировки в про-
мышленных аппаратах подобного типа. 

Заключение
Исследованиями выявлено, что при 

оценке минеральной неоднородности 
информативным показателем является 
среднее квадратическое отклонение 
аналитического параметра. 

Рассчитаны и построены фракци-
онные характеристики для кусковой 
пробы медной руды, представляющие 
собой плотности распределения веро-
ятности аналитического параметра для 
единичных опытов по сортировке част-
ных реализаций и по усреднённым зна-
чениям. Вид характеристик позволил 
сделать вывод о необходимости про-
ведения нескольких опытов по сорти-
ровке кусков пробы для увеличения 

Рис. 3. Кривые разделения: γх — выход накопленных хвостов; α — кривая элементарных 
фракций; ϑ — кривая накопленных хвостов; β — кривая накопленного концентрата
Fig. 3. Separation curves: γх — output of accumulated tails; α — the curve of elementary fractions; 
ϑ — the curve of accumulated tails; β — the curve of accumulated concentrate
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полноты получаемой информации 
о поверхности куска.

Получены экспериментальные кри-
вые разделения для пробы медной 
руды, выполнен прогноз предельных 
технологических показателей обогаще-
ния методом рентгенофлуоресцентной 
сепарации для двух границ разделе-
ния по величине аналитического пара-
метра. Полученные технологические 
показатели позволяют судить о  воз-
можности потенциального применения 
рентгенофлуоресцентной сепарации 
для целей предварительного обогаще-
ния изученной руды.
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