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напряженно-деформируемое состояние окружающего массива. Рассмотрена карстовая 
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Введение
Карстовые процессы наблюдались во 

многих регионах России [1—4] и стран 
мира [5, 6]. Обычно карстовые образо-
вания приурочены к карбонатным [7, 8] 
породам, в меньшей степени распрост- 
ранен гипсовый и соляной карст [8, 9]. 
Так, например, разрывные нарушения 
на платформенных территориях Пред- 
уралья (Кунгурская Ледяная пещера) 
являются местом локализации опасных 
геологических процессов, в том числе 
карстовых [10]. На территории Усинско- 
го месторождения во всем геологиче-
ском разрезе пермокарбоновой толщи 
встречаются пористые и кавернозные 
интервалы [11, 12]. Возможность возник- 
новения карстовых провалов на Верхне- 
камском месторождении калийных руд 
вследствие затопления рудника прогно- 
зируется в работе [13]. В северо-запад- 
ной провинции ЮАР на площади рудо- 
проявления марганца развиты карстовые 

процессы, которые определили рельеф 
нижней границы рудной залежи [14]. 
Проявления карста известны также в 
рудных массивах Центральной Якутии 
в условиях наличия высокой обводнен-
ности и газов [15].

Отмечается, что на Узельгинском ме-
сторождении Республики Башкортостан 
начальный излив вод из карстовых по-
лостей может находиться в пределах 
первой тысячи м3/ч, что представляет 
серьезную опасность для подземных ра- 
бот [16]. В пределах Соколовского желе-
зорудного месторождения Республики 
Казахстан развит как поверхностный, так 
и глубинный карст. Размер карстовых 
полостей изменяется от нескольких до 
сотен метров [17]. При ведении очист-
ных работ в зоне карстующихся извест-
няков возможны прорывы подземных 
вод в горные выработки. В работах [18, 
19] подчеркивается, что изолированные 
заполненные водой полости даже при 
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осушении окружающего массива явля-
ются потенциальным источником про-
рывов.

Китай — страна с самым широким 
распространением карста в мире [20, 21], 
проходка подземных сооружений и вы-
работок разного назначения сопряжена 
с опасностью прорыва высоконапорных 
вод из карстовых зон. Для изучения воз- 
действия проходки выработок на кар-
стовую полость и оценки устойчивости 
массива горных пород вблизи нее были 
предложены различные аналитические 
решения. В работах [20, 22—25] на ос- 
нове теории предельного анализа, вклю-
чающего теорему о верхней границе, 
были предложены различные аналити-
ческие выражения для определения по-
верхности обрушения, а также форму-
лы минимальной безопасной толщины 
породного целика между выработкой и 
карстовой полостью при различных по-
ложениях полости относительно одиноч- 
ной выработки. Идея подхода состоит в 
том, что пластическая деформация воз-
никает в результате плавного скольже-
ния смежных поверхностей обрушаю-
щегося блока и окружающего массива 
горных пород под действием силы тяже- 
сти. Для описания кривой поверхности 
обрушения используются различные не- 
линейные критерии прочности, такие как 
Хока-Брауна [20, 22, 23], нелинейные 
критерии Кулона-Мора [24, 25]. В вы-
шеуказанных работах полученные ре-
зультаты хорошо согласуются с резуль-
татами численного моделирования и бо- 
лее ранних исследований. 

В работе [26] оценка устойчивости по- 
родного целика проводилась на основе 
переменного метода Шварца и критерия 
прочности Гриффитса. Идея решения за- 
дачи заключалась в том, что тоннель и 
карстовая полость вблизи него были уп- 
рощены до двух отверстий, находящихся 
в состоянии плоской деформации, кото-
рые помещены в изотропную и одно-

родную бесконечную пластину. Данная 
система находилась под действием на-
чального однородного поля напряжений 
и давления воды внутри полости, нор-
мально действующего на ее контур. Кор- 
ректность аналитического решения была 
подтверждена результатами численного 
моделирования.

В ряде исследований взаимодействие 
между одиночной выработкой и карсто-
вой полостью рассматривается путем 
создания физических моделей из экви-
валентных материалов. В работах ана-
лизируется механизм прорыва воды из 
карстовой полости, а также оценивает-
ся безопасное расстояние между выра-
боткой и карстовой полостью [27—29]. 
В физических моделях уделяется боль-
шее внимание нарушенности горного 
массива и проницаемости заполнителей 
трещин [29, 30] как одним из главных 
факторов прорыва воды.

В [27] создана объемная модельная 
испытательная система для моделирова- 
ния процесса прорыва воды из карсто-
вой полости, находящейся перед забоем 
тоннеля. Результаты модельных испыта- 
ний показали, что минимальная безопас- 
ная толщина породного целика увеличи- 
вается с увеличением горного давления 
и уменьшается с увеличением гидрав-
лического давления внутри полости.

В работе [28] проводилось комплекс-
ное исследование прорыва воды из кар-
стовой полости, находящейся вблизи 
тоннеля, с помощью испытания крупно-
масштабной физической модели и чис-
ленного моделирования. Результаты ис-
пытаний физической объемной модели  
свидетельствовали о том, что процесс 
прорыва воды можно разделить на три 
стадии: зарождение групп трещин, фор-
мирование водопроводящих каналов и 
полное разрушение породной толщи. Со- 
вокупность результатов физической мо- 
дели и численного моделирования пока- 
зала, что нарушения, вызванные горны-
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ми работами, оказывают значительное 
влияние на формирование канала про-
рыва воды. Однако постоянное увеличе- 
ние гидравлического давления карсто-
вой полости оказывает большее влияние 
на обрушение породной толщи.

Некоторые последние исследования 
рассматривали взаимодействие между 
карстовой полостью и выработкой в рам- 
ках механики разрушения, а именно раз-
рушение при гидроразрыве, когда при 
проходке выработок основным условием 
прорыва воды является высокий напор 
воды, а провоцирующим фактором — 
наведенная трещиноватость, вызванная 
проходческими работами [31].

В работе [31] создана механическая 
модель прорыва воды при гидроразрыве 
в условиях взрывных работ. Автор вы-
делил в этой модели три фронта (гидро- 
разрыва, микротрещин и давления во- 
ды) и четыре зоны (зону макротрещин 
гидроразрыва, зону микротрещин, осмо- 
тическую гидравлическую зону и зону 
несмачивания), характеризующие рас-
пространение воды в массиве.

Существует «Двухзонная теория», 
предложенная Гуо, которая использова-
лась в работах [27, 32]. Согласно этой 
теории, минимальная толщина водоупор-
ного слоя между карстовой полостью и 
выработкой делится на зону, устойчивую 
к трещинообразованию, и зону началь-
ного трещинообразования (зона начала 
разрушения). На данный момент приме- 
нение теории осложняет тот факт, что 
надежного способа определения разме- 
ра зоны начального трещинообразова- 
ния нет из-за сложного процесса ее фор- 
мирования вокруг полости высокого 
давления. Поэтому сейчас большинство 
ученых полагаются на полевые измере-
ния или заменяют ее пластической зо-
ной вокруг полости [32].

Несмотря на то, что проводятся ис-
следования по изучению механизма про- 
рыва воды, в настоящее время отсутст- 

вует систематическое и глубокое пони-
мание этого явления [33]. Кроме того, 
не существует численных методов, поз- 
воляющих точно описать процесс про-
рыва воды [33].

Обзор существующих исследований 
показал, что еще остаются неизученны-
ми некоторые аспекты данного направ-
ления исследования, которые в рассмот- 
ренных выше работах идеализируются, 
среди них:

• влияние формы карстовых поло-
стей и неровности их поверхности — 
карстовые полости представлены в виде 
сферы или окружности. В большинстве 
случаев это объясняется сложностью 
определения их конфигурации и место-
положения;

• влияние веса и давления заполни-
теля полостей — во всех рассмотренных 
работах давление подземных вод учи-
тывалось в виде равномерного гидро-
статического давления;

• наличие других заполнителей, та-
ких как брекчия или глинистые породы, 
не рассматривалось.

Объект исследования
Объектом исследования в данной ра- 

боте является массив горных пород в 
пределах рудного месторождения, ослож- 
ненный наличием карстовых полостей. 
Необходимо отметить, что данный слу-
чай отличается от рассмотренных выше 
не только с точки зрения геологии, но 
и масштабами геологического наруше-
ния — карстовая полость имеет большие 
размеры и сложную форму. В связи с 
этим упрощение формы полости до сфе- 
ры при решении задачи в объемной по-
становке или до окружности при реше-
нии плоской задачи будет некорректно. 

В данном исследовании рассматри-
вается напряженно-деформированное 
состояние карстовой полости больших 
размеров сложной формы. Скрытые по-
лости могут различаться как размером, 
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так и типом заполнителя. Они могут быть 
частично заполненными, заполненны-
ми брекчиями, газонасыщенными рас-
солами или углеводородными газами. 
Встречаются полости, не имеющие за-
полнителя.

На основании имеющихся данных 
исследуемая форма карстовой полости 
представлена на рис. 1.

Необходимо отметить, что данная по- 
лость находится в пределах водовме-
щающих пород и заполнена напорными 
подземными водами, т.е. имеет место 
отпор, вызванный действием подземных 
вод. При разработке месторождения эта 
полость будет осушена и, в связи с изме-
нением поля напряжений, может поте-
рять устойчивость. Таким образом, в дан- 
ном исследовании представляет интерес 
состояние карстовой полости, при кото-
ром действие подземных вод не учиты-
вается.

Подготовка численной модели
Оценка напряженного состояния мас- 

сива горных пород вблизи карстовой 
полости проводится с помощью числен-
ного моделирования методом конечных 

элементов [34]. Задача рассматривается в 
пространственной постановке, так как  
в плоской постановке не представляется 
возможным корректно оценить напря-
женное состояние сложного пространст- 
венного объекта. Кроме того, объемная 
постановка представляет собой наиболее 
надежный и точный подход к оценке ус-
ловий устойчивости объектов с непра-
вильной геометрией [35].

В случаях, когда массив находится в 
зоне упругих деформаций, применение 
упругой модели среды вполне правомер- 
но [36]. Исходя из имеющихся натур-
ных данных известно, что исследуемый 
массив является вполне устойчивым, 
поэтому для скального массива горных 
пород в модели принята упругая модель 
среды, кроме того, упругая модель сре-
ды применяется для возможности сопо-
ставления численного решения с реше-
нием плоской задачи теории упругости  
о возмущениях (впадинах и выступах) на 
контуре выработки. 

В этой модели линейная зависимость 
между напряжениями s и относитель-
ными деформациями ε, выраженная за-
коном Гука, имеет следующий вид:

Рис. 1. Каркас карстовой полости: вид слева (а);  вид спереди (б); вид справа (в); вид сверху (г) [со-
ставлено авторами]
Fig. 1. Surface karst cave: left view (a); front view (b); right view (v); plan view (g) [compiled by the authors]
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s = Eε, (1)
где E — коэффициент пропорциональ-
ности — модуль упругости.

Горные породы можно охарактери-
зовать как крепкие и средней крепости. 
В табл. 1 показаны физико-механиче-
ские свойства горной породы. Массив 
представлен известняками и доломитами.

Структурная нарушенность играет 
важную роль при оценке устойчивости 
скальных массивов [37]. Оценить ее мож- 
но различными эмпирическими рей-
тинговыми методиками, такими как ме-
тодика Бенявского (RMR), Бартона (Q), 
с помощью показателя качества породы 
[38], а также при помощи коэффициен-
та структурного ослабления [39].

Для оценки структурной нарушен-
ности и перехода от свойств образца к 
свойствам массива была применена ме-
тодика Бенявского. По данным 30 гео-
логоразведочных скважин был рассчи-
тан показатель RMR, среднее значение 
этого критерия на заданных глубинах со- 

ставляет 67. Физико-механические свой- 
ства массива горных пород, принятые в 
модели, представлены в табл. 2 и рас-
считаны по следующим эмпирическим 
зависимостям [38]:

• модуль Юнга:

E E erm r

RMR

�
�100
24 , ГПа  (2)

• коэффициент Пуассона:

�m
RMR

RMR RMR
� �

� �� �
0 5 0 2

0 2 100
, ,

,
. (3)

В данной работе в связи с тем, что гео-
логическое нарушение имеет сложную 
форму, оно рассматривается без привяз- 
ки к границам рудного тела, чтобы пре-
небречь влиянием концентраций напря-
жений на границе рудного тела с вмеща- 
ющими породами, которая проходила бы 
по поверхности карста. Расчетная схема 
представлена на рис. 2, а. Массив гор-
ных пород рассматривается в естествен- 
ном напряженном состоянии. 

Таблица 1
Физико-механические свойства горной породы [составлено авторами]
Physico-mechanical properties of the rock [compiled by the authors]

Показатель свойств Размерность Значение
Плотность г/см3 2,55
Прочность на одноосное сжатие МПа 32
Прочность на одноосное растяжение МПа 4,4
Модуль Юнга ГПа 31,5
Коэффициент Пуассона — 0,24

Таблица 2
Физико-механические свойства массива горных пород [составлено авторами]
Physico-mechanical properties of the rock mass [compiled by the authors]

Показатель свойств Размерность Значение
Плотность г/см3 2,55
Критерий RMR — 67
Модуль Юнга ГПа 7,87
Коэффициент Пуассона — 0,32
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К модели были приложены верти-
кальные и горизонтальные напряжения, 
действующие в массиве, соответственно 
sy = 13,6 МПа, sx = sz = λsy = 18,1 МПа. 
Модель была ограничена в перемеще- 
ниях: нижняя горизонтальная плоскость 
по оси Oy, боковые грани по осям Ox 
и Oz. 

В практике строительства подземных 
сооружений принято считать, что зона 
влияния горной выработки равна 5 эк-
вивалентным радиусам [40], исходя из 
этого утверждения, размеры модели бы- 
ли выбраны 1920×1520×1080 м.

Метод исследования
Как указывалось выше, форма кар-

стовой полости сложна, поэтому для 
оценки напряженного состояния вблизи 
нее были выбраны три взаимно перпен-
дикулярных сечения, показанные на 
рис. 2, б. В этих сечениях рассмотрено 
распределение главных максимальных и 
средних напряжений на контуре карсто-
вой полости, находящейся в естествен-
ном напряженном состоянии.

Вблизи карстовой полости главные 
напряжения ориентированы таким обра- 
зом, что s1 и s2 наиболее приближены 
к направлению тангенциальных напря-
жений sθ.

Для оценки напряжений, действую-
щих на контуре, принят коэффициент 
концентрации напряжений, определяе-
мый в наиболее характерных точках:

K = s1 / sест, (4)

где sест — величина естественных нап- 
ряжений, sест = 18,127 МПа.

Для оценки влияния неровностей на 
поверхности карстов рассмотрены мо-
дельные задачи для полостей формы 
эллипсоидов. 

Для этого было построено три чис-
ленные модели эллипсоидов, геометри-
ческие параметры которых эквивалент-
ны размерам карстовой полости (см. 
рис. 3). На рис. 3, а рассматривается 
эллипсоид с гладкой поверхностью; на 
рис. 3, б, в — эллипсоиды с неровно-
стями, амплитуда которых равна 2,25 м 
и составляет 0,0337 от эквивалентного 
радиуса.

Результаты
В данном разделе графики представ-

лены в полярной системе координат, где 
по радиусу отложена величина напря-
жений, соответствующая определенной 
точке на контуре полости в сечениях 
1-1, 2-2, 3-3. Угловая координата соответ- 
ствует углу между вертикальной осью 

Рис. 2. Численная модель: расчетная схема численной модели (а); взаимно перпендикулярные секу-
щие плоскости (б) [составлено авторами]
Fig. 2. Numerical model: calculation scheme numerical model (a); mutually perpendicular cutting planes (b) 
[compiled by the authors]



Рис. 3. Эллипсоиды: с гладкой поверхностью (а); с неровной (грубой) поверхностью (б); с неровной 
(сглаженной) поверхностью (в) [составлено авторами]
Fig. 3. Ellipsoids: with a smooth surface (a); with uneven (rough) surface (b); with uneven (smoothed) surface (v) 
[compiled by the authors]

Рис. 4. Распределение главных напряжений в сечении 1-1, МПа [составлено авторами]
Fig. 4. Distribution of principal stresses in the section 1-1, MPa [compiled by the authors]
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и прямой, по которой отложены напря-
жения.

Распределение главных напряжений 
на контуре карстовой полости, нахо-
дящейся в естественном напряженном 
состоянии, представлены на рис. 4—6. 
Для наглядности на графики был выне-
сен схематически контур карстовой по-
лости и эллипсоида. Также на графиках 
представлены изображения сечений с 
векторами направления главных напря-
жений.

Обсуждение результатов
Анализ распределения напряжений 

на поверхности карстовой полости
Как видно из рис. 4—6, при срав-

нении распределений главных напря-
жений на контуре карстовой полости и 
эквивалентном ему по максимальным 

размерам эллипсоиде прослеживается 
закономерность в направлениях, где наб- 
людаются наибольшие концентрации 
напряжений. 

Так, на графике (см. рис. 4) видно, 
что наибольшие концентрации напря-
жений s1 направлены под углом 290°—
310° и 90°—110°. А в вертикальных се- 
чениях 2-2 и 3-3 направления наиболь-
ших концентраций напряжений располо- 
жены в субгоризонтальных плоскостях: 
в сечении 2-2 под углом 70—90°, в се-
чении 3-3 — 90—120°. 

При этом в распределении напря-
жений большую роль играет сложная 
форма карстовой полости, которая дает 
большие погрешности в распределении 
максимальных главных напряжений на 
контуре карстовой полости при упроще-
нии ее до эллипсоида.

Рис. 5. Распределение главных напряжений в сечении 2-2, МПа [составлено авторами]
Fig. 5. Distribution of principal stresses in the section 2-2, MPa [compiled by the authors]



14

Распределение напряжений в рас-
сматриваемых сечениях на контуре кар-
стовой полости носит неравномерный и 
скачкообразный характер. Такой резуль-
тат обусловлен неровностями контура. 

Данный случай можно качественно 
сравнить с распределением напряжений 
на контуре горной выработки, имеющей 
технологические неровности. На таком 
контуре присутствие впадин и высту-
пов вызывает значительные возмуще-
ния в распределении напряжений [41]. 

Так, напряжения в вершинах впадин 
больше, а в вершинах выступов меньше 
по сравнению с напряжениями на глад-
ком контуре [41]. Коэффициент концент- 
рации напряжений во впадинах нахо- 

дится в диапазоне значений 1,2—3,8, 
в выступах — 0,6—1,6.

Рассмотрим подробнее рис. 4, на ко-
тором представлено сечение 1-1 в гори-
зонтальной плоскости.

В данном случае сравнение получен- 
ных значений с напряжениями, дейст- 
вующими на гладком контуре, не пред-
ставляется возможным, так как отсутст- 
вуют соответствующие аналитические 
решения для объемной задачи, но име-
ющихся данных достаточно, чтобы за-
метить, что в целом наблюдается ожи-
даемая закономерность: напряжения 
вблизи впадин значительно превышают 
напряжения, действующие вблизи вы-
ступов.

Рис. 6. Распределение главных напряжений в сечении 3-3, МПа [составлено авторами]
Fig. 6. Distribution of principal stresses in the section 3-3, MPa [compiled by the authors]
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Необходимо отметить, что для плоской задачи теории упругости для выработок 
различных форм поперечных сечений с неровным контуром разработаны методы 
расчета концентрации тангенциальных напряжений sθ. В частности, для выра-
боток кругового очертания, находящихся в двухосном сжатии усилиями sx = γH, 
sy = λγH, величина напряжений sθ может быть найдена по формуле:
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где θ — угловая координата; m — целое число возмущений (впадин и выступов) в 
долях R; C2 — амплитуда возмущений в долях от R; H — глубина заложения вы-
работки, γ — удельный вес горных пород; λ — коэффициент бокового распора в 
нетронутом массиве.

Результаты расчета по вышеприведенной формуле показывают, что во впадинах 
контура наблюдается увеличение концентрации напряжений sθ и снижение их в 
выступах. Так, при значениях m = 10, C2 = 0,0337; H = 540 м, γ = 2550 кг/м3, λ = 1,34 
максимальные значения (во впадинах) sθmax = 8,31 МПа и коэффициент концент- 
рации напряжений К = 4,5 получаются при угле θ = 0°, минимальное значение 

Рис. 7. Распределение главных напряжений в сечении эллипсоидов 2-2, МПа [составлено авторами]
Fig. 7. Distribution of principal stresses in the section of ellipsoids 2-2, MPa [compiled by the authors]
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(в выступах) sθmin = 1,1 МПа и К = 0,6 
при углах θ = 82° и θ = 278°.

Приведенное выше решение плоской 
задачи теории упругости в качественном 
отношении подтверждают закономерно- 
сти распределения напряжений вокруг 
карстовых полостей с неровной поверх-
ностью. В количественном — коэффи-
циент концентрации напряжений, по-
лученный по аналитической формуле, 
больше, чем при численном решении, 
что объясняется влиянием средних нап- 
ряжений, которые не учитываются в ана-
литическом решении.

Анализ распределения 
напряжений на поверхности 
эллипсоидов
Неровный контур карстовой полости 

напрямую влияет на величину и распре- 

деление главных (тангенциальных) нап- 
ряжений. В связи с этим был предложен 
вариант моделирования простой геомет- 
рической фигуры — эллипсоида с не-
ровностями, распределенными равно-
мерно по всей поверхности.

Согласно графикам (рис. 7, 8), мак-
симальные концентрации напряжений 
наблюдаются по боковым поверхностям 
эллипсоидов и достигают значений 2,2—
2,76. По верхним и нижним поверхно-
стям коэффициент концентрации напря- 
жений примерно равен 1.

Данные, полученные при расчете та- 
кой модели, не дали положительного 
результата (см. рис. 7, 8). Главные нап- 
ряжения как количественно, так и каче- 
ственно значительно отличаются от нап- 
ряжений на контуре карста в рассматри-
ваемых сечениях (см. рис. 4—6). 

Рис. 8. Распределение главных напряжений в сечении эллипсоидов 3-3, МПа [составлено авторами]
Fig. 8. Distribution of principal stresses in the section of ellipsoids 3-3, MPa [compiled by the authors]
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Исходя из этого, можно заключить, 
что добавление равномерно распреде-
ленных неровностей на поверхности эл- 
липсоида не увеличивает сходимость 
результатов. 

Следовательно, при упрощении мо-
дели карста можно ограничиваться про-
стым эллипсоидом с гладкой поверх-
ностью.

Выводы
1. Выполнена пространственная по-

становка задачи по моделированию нап- 
ряженно-деформируемого состояния вок- 
руг карстовой полости в пределах руд-
ного месторождения. Вследствие слож-
ности формы карстовой полости для 
оценки напряженного состояния вблизи 
нее были выбраны три взаимно перпен-
дикулярных сечения.

2. Разработана пространственная чис- 
ленная модель прогноза напряженного 
состояния и концентрации напряжений 
на поверхности карстовых полостей.

3. Выполнена оценка и анализ рас-
пределения концентрации напряжений 
на поверхности полости, установлены 
закономерности их распределения. Вы- 
явлено, что во впадинах на поверхности 
полости их величина существенно воз-

растает, а в выступах убывает по срав-
нению с гладкой поверхностью.

4. С помощью численных экспери-
ментов установлено, что при упрощении 
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соида с эквивалентными геометриче-
скими параметрами прослеживаются 
закономерности в направлениях, где наб- 
людаются наибольшие концентрации 
напряжений.

5. Установлено, что качественное срав-
нение закономерностей распределения 
напряжений по поверхности карстовой 
полости, имеющей впадины и выступы, 
с закономерностями распределения на-
пряжений вокруг горных выработок с 
технологическими неровностями кон-
тура показывает согласование результа-
тов исследований.

6. Предложен вариант моделирова-
ния простой геометрической фигуры —  
эллипсоида с неровностями, распределен- 
ными равномерно по всей поверхности.

7. При сравнении главных напряже-
ний на контуре гладкого эллипсоида и 
эллипсоида с неровностями величина 
и характер распределения напряжений 
практически не изменилась. Поэтому 
усложнение простой гладкой фигуры 
эллипсоида — нецелесообразно.
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