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Аннотация: Рассмотрена возможность проведения математического моделирования в 
задаче оптимизации составов трехкомпонентных смесей реагентов-модификаторов, при-
меняемых в процессе флотации медно-цинковых колчеданных руд. Для достижения дан-
ной цели использован метод симплексного планирования эксперимента. Особое внимание 
уделено изучению перспектив совершенствования технологии флотации медно-цинковых 
колчеданных руд с применением смесей металлосодержащих модификаторов с сернистым 
натрием. В результате анализа экспериментальных данных по флотации было выявлено 
влияние рассматриваемых реагентов-модификаторов на технологические показатели фло-
тации. Полученные результаты исследования представляют ценную информацию о по-
тенциале оптимизации процессов флотации данных руд через систематическое изучение 
комбинаций этих реагентов. В результате были определены оптимальные расходы реаген-
тов и разработаны математические модели для расчета извлечения меди, цинка и железа в 
концентрат. С помощью разработанных моделей установлено влияние трех факторов: рас-
хода железного купороса, цинкового купороса и сернистого натрия на извлечение ценных 
металлов из медно-цинковой руды во флотационный концентрат. На основе полученных 
моделей выделены четыре основных состава смесей используемых модификаторов. Опти-
мизация составов модификаторов важна для достижения максимального извлечения ми-
нералов меди и цинка при одновременной минимизации извлечения пирита в концентрат.
Ключевые слова: медно-цинковые руды, оптимизация, извлечение, математическая мо-
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Введение
Медно-цинковые руды, добываемые 

на одном из месторождений Урала, ха- 
рактеризуются высокой степенью слож- 
ности в процессе обогащения [1—3]. 
Данную руду следует отнести к катего-
рии труднообогатимых [4, 5]. Медно-
цинковые руды обладают сложным мине- 
ральным составом, в  котором, помимо 
халькопирита, присутствуют вторичные 
медные минералы, а также сфалерит и 
пирит [6, 7]. 

При анализе работы обогатительных 
фабрик, перерабатывающих медно-цин- 
ковые колчеданные руды, выявлены по-
тери меди и цинка в различных концент- 
ратах и отвальных хвостах, полученных 
по применяемым технологическим схе-
мам в различных реагентных режимах 
[8]. В связи с этим решение вопроса по 

повышению технологических показате-
лей обогащения медно-цинковых колче- 
данных руд является актуальным [9, 10].

В настоящее время одной из техноло-
гических задач обогащения медно-цин- 
ковых руд является разработка эффек-
тивных составов смесей реагентов-мо-
дификаторов [11]. Этот аспект требует 
проведения самостоятельных техноло-
гических исследований, поскольку пра-
вильный выбор реагентов-модификато-
ров и их сочетаний может существенно 
повысить эффективность процесса обо-
гащения этих руд. Кроме того, важно 
иметь возможность предсказывать дей-
ствие таких смесей на флотацию меди, 
цинка и пирита из медно-цинковых кол-
чеданных руд. 

Среди перспективных методов иссле- 
дования флотации медно-цинковых руд, 
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направленных на увеличение технологи- 
ческих показателей, следует рассматри-
вать применение метода симплексного 
планирования эксперимента [12, 13]. Этот 
метод широко применяется при изуче-
нии систем типа «состав — свойство» 
для определения оптимальных составов 
смесей модификаторов флотации с це-
лью повышения извлечения меди и цин- 
ка в концентраты, а также увеличения 
эффективности депрессии активного 
пирита.

Материалы и методы
В предыдущей опубликованной на- 

ми статье [14] представлены материалы, 
аппараты и приборы, использованные 
в настоящей работе, а  также описана 
методика проведения эксперимента по 
флотации медно-цинковой колчеданной 
руды [14, 15].

Теория моделирования  
и построение уравнения 
регрессии
Симплекс-решетчатые планы, пред-

ложенные Шеффе и использованные в 
данной работе, нашли широкое приме-
нение в исследованиях свойств много-
компонентных систем, являясь практиче-
ски наилучшим инструментом для этой 
цели [16—18]. 

На рис.  1 симплексное пространст- 
во представлено для трех компонентов 
(q = 3), пропорции которых обозначены 
x1, x2 и x3.

Для исследования действия трехком-
понентных смесей железного, цинково-
го купоросов и сернистого натрия на 
флотацию медно-цинковой руды строят 
диаграммы «состав — свойство», пред-
ставляющие собой сеть изолиний, пред-
ставленных на треугольнике относи-
тельных долей каждого из указанных 
компонентов в смеси [19, 20]. Создание 
таких диаграмм требует значительного 
объема экспериментов по флотации, на-
пример, для шага 0,05 относительной 
доли каждого компонента смеси необ-
ходимо провести 231 эксперимент. Для 
сокращения объема экспериментов при 
создании диаграмм было использовано 
планирование эксперимента на основе 
симплекс-решетчатых планов 4-го по-
рядка, что позволило уменьшить коли-
чество необходимых опытов до 15. 

Для анализа влияния трехкомпонен- 
тной смеси во флотационных экспери-
ментах и построения модели была ис-
пользована модель четвертого порядка. 
Такая модель представляет собой поли-
ном четвертого порядка и может точно 
описать функции, включая экстремумы, 
седла и перегибы. Для данного плана 

Рис. 1. Схема симплекса с пропорциями компонентов в смеси
Fig. 1. The scheme of the simplex with the proportions of the components in the mixture
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эксперимента математическая модель между функцией отлика и факторами имеет 
вид полиномиальной функции (1):
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Результаты исследований  
и их обсуждение
Результаты экспериментальных ис-

следований флотации II медно-цинковой 
руды с применением смеси железного и 
цинкового купоросов и сернистого нат- 
рия при общем расходе смеси, равном 
100 г/т, приведены в табл. 1.

На основе анализа полученных ре-
зультатов флотации  II выявлено, что 
минералы меди обладают наивысшим 
извлечением, в то время как минералы 
железа менее обогатимы по сравнению 
с минералами меди и цинка. Введение 
смесей модификаторов во флотацию II, 
таких как двойные смеси железного и 
цинкового купоросов [0,5+0,5], железно- 
го купороса с сернистым натрием [0,5+ 
+0,5], а также тройные смеси железного, 
цинкового купоросов и сернистого нат- 
рия [0,5+0,25+0,25], приводит к повыше- 
нию извлечения меди и цинка во флото-

концентрат и улучшает эффективность 
депрессии флотации пирита. В резуль-
тате указанных опытов флотации было 
получено извлечение меди, цинка и же-
леза в концентрат: в первом случае — 
91,81; 37,72 и 7,82%, во втором — 92,6; 
37,19; и 8,36%, а  в третьем  — 91,28; 
30,3 и 7,5% соответственно.

Таким образом, на основе экспери-
ментальных данных флотации II были 
определены оптимальные составы сме-
сей модификаторов: FeSO4 + ZnSO4 — 
[0,5 + 0,5], FeSO4 + Na2S — [0,5 + 0,5], 
FeSO4 + ZnSO4 + Na2S — [0,5 + 0,25 + 0,25].

Определение коэффициентов  
и формирование функции 
отклика или модели
Для расчета коэффициентов в поли-

номе (1), функцию отклика обозначили 
как Y. Тогда коэффициенты с одним ин-
дексом 1 могут быть интерпретированы 

Таблица 1
Результаты проведения эксперимента флотации II медно-цинковой руды
Results of the flotation experiment of copper-zinc ore II

№  
опыта

Доля реагента в смеси Выход, 
%

Содержание, % Извлечение, %
FeSO4 (x1) ZnSO4 (x2) Na2S (x3) Cu Fe Zn Cu Fe Zn

1 1 0 0 7,35 5,74 36,43 5,29 87,71 6,93 31,25
2 0 1 0 6,19 6,26 34,68 6,46 71,92 5,32 29,04
3 0 0 1 8,91 3,13 37,03 3,25 92,67 8,86 28,09
4 0,5 0,5 0 7,93 5,85 38,88 6,87 91,81 7,82 37,72
5 0,5 0 0,5 8,8 4,8 38,69 6,25 92,6 8,36 37,19
6 0 0,5 0,5 7,27 2,71 34,65 2,75 86,67 7,05 20,04
7 0,75 0,25 0 8,04 5,65 35,41 7,32 85,92 6,83 38,22
8 0,25 0,75 0 7,29 6,84 36,44 5,33 86,71 7,16 32,35
9 0,75 0 0,25 10,66 3,32 41,35 3,77 92,56 11,39 36,57
10 0,25 0 0,75 8,62 3,46 37,89 3,42 86,92 10,22 31,55
11 0 0,75 0,25 6,21 5,34 41,42 6,29 82,89 6,6 32,19
12 0 0,25 0,75 7,47 3,93 40,33 5,19 88,5 8,26 33,78
13 0,5 0,25 0,25 8,22 3,22 39,38 5 91,28 7,5 30,29
14 0,25 0,5 0,25 7,58 3,84 34,77 3,61 86,46 8,36 30
15 0,25 0,25 0,5 10,05 2,51 34,8 2,21 76,37 13,41 31,35
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с точки зрения отклика на чистый компонент 1, коэффициенты с индексами 1 и 
2 — с точки зрения отклика на бинарные смеси компонентов 1 и 2, а коэффициен-
ты с индексами 1, 2 и 3 — с точки зрения отклика на тройные смеси компонентов 
1, 2 и 3. На основе экспериментальных данных флотации II, используя значение 
функции отклика в каждой точке симплекса-треугольника (рис. 1), рассчитывались 
коэффициенты уравнения для расчета извлечения меди, железа и цинка (табл. 2).

Таким образом, подставив данные значения коэффициентов в уравнение (1), по-
лучены математические модели для расчета извлечения минералов меди, железа и 
цинка, основанные на полиноме Шеффе 4-го порядка, имеющие вид (15, 16 и 17):
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Таблица 2
Коэффициенты уравнения для расчета извлечения меди, железа и цинка
Coefficients of the equation for calculating the extraction of copper, iron and zinc

Коэффициенты уравнения для расчета извлечения меди (εCu)
β1 β2 β3 β12 β13 β23 γ12 γ13

87,71 71,92 92,67 47,98 9,64 17,5 –46,32 4331
γ23 δ12 δ13 δ23 β1123 β1223 β1233

25,41 –53,25 –48,16 2,53 498,91 –25,33 –1117,41
Коэффициенты уравнения для расчета извлечения железа (εFe)

β1 β2 β3 β12 β13 β23 γ12 γ13

6,93 5,32 8,86 6,78 1,86 –0,16 –6,05 11,39
γ23 δ12 δ13 δ23 β1123 β1223 β1233

0,59 –8,56 54,64 7,89 –290,99 –71,71 512,03
Коэффициенты уравнения для расчета извлечения цинка (εZn)

β1 β2 β3 β12 β13 β23 γ12 γ13

31,25 29,04 28,09 30,3 30,08 –34,1 25,41 18,35
γ23 δ12 δ13 δ23 β1123 β1223 β1233

–11,01 –11,55 –26,67 230,69 –526,43 84 187,71
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На основе полученных моделей было рассчитано извлечение меди, железа и 
цинка в концентрат флотации II с шагом массовой доли каждого компонента в ис-
следованных смесях, равным 0,05. На рис. 2 представлены зависимости расчетных 
извлечений меди, цинка и железа от относительных долей первого компонента в 
двойных смесях реагентов-модификаторов, — железного и цинкового купоросов 
(рис. 2, а), железного купороса и сернистого натрия (рис. 2, б), цинкового купороса 
и сернистого натрия (рис. 2, в).

Из анализа представленных данных можно сделать вывод, что оптимальным 
сочетанием для повышения эффективности извлечения меди в концентрат флота-
ции II является совместное применение железного купороса и сернистого натрия. 
Так, при относительной доле железного купороса, равной 0,6; в смеси с сернистым 
натрием, относительная доля которого равна 0,4; модель прогнозирует извлечение 
меди на уровне 93,62%. В этом случае прогноз по извлечению цинка составляет 
37,83%, а железа (пирита) — 9,22%. Сочетание железного купороса с цинковым 
купоросом (рис. 2, а) может позволить достичь близких к указанным выше про-
гнозных показателей извлечения меди и цинка в концентрат —на уровне 91,2 и 
38,36%. Данному уровню извлечения соответствуют относительные доли желез-
ного купороса (0,55) и цинкового купороса (0,45). 

Рис. 2. Зависимость извлечения меди, цинка и железа в концентрат флотации II от относительной доли 
первого компонента в смеси железного и цинкового купоросов (а), железного купороса и сернистого 
натрия (б) и цинкового купороса и сернистого натрия (в)
Fig. 2. Dependence of the extraction of copper, zinc and iron into flotation II concentrate on the relative propor-
tion of the first component in a mixture of iron and zinc sulfate (a), iron sulfate and sodium sulfide (b) and zinc 
sulfate and sodium sulfide (v)
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Так как операцию «флотация II» по своей сути можно рассматривать как основ-
ную медно-цинковую флотацию, то ее целью является максимальное извлечение 
меди и цинка в концентрат флотации при минимальном извлечении в концентрат 
пирита. Тогда в качестве функции отклика модели может служить величина суммы 
извлечений меди и цинка в концентрат флотации II. Следовательно функция от-
клика может быть выражена как Y = eCu + eZn. Предельное максимальное значение 
данной функции отклика должно составлять Y =  100% + 100% = 200%. Значения 
функции отклика Y = eCu + eZn рассчитывались по уравнению (18):
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(18)

На рис. 3 изображены зависимости расчетного значения указанной фунции от-
клика (рис. 3, а) и извлечения железа (рис. 3, б) в концентрат флотации II от отно-
сительной доли первого компонента в двойных смесях реагентов-модификаторов.

Анализ результатов показал, что максимальная сумма извлечения меди и цин-
ка в концентрат флотации II достижима при расчете функции отклика Y = eCu +  
+ eZn по уравнению (18) для стороны x1x3 симплекс-треугольника. Данная сторо-
на соответствует составу смеси реагентов-модификаторов FeSO4 · 7H2O + Na2S + 
+ 9H2O при ее общем расходе 100 г/т. Максимальное расчетное значение суммы 
извлечений меди и цинка в концентрат, равное 131,45%, соответствует следую-
щему составу смеси: 0,6FeSO4 · 7H2O + 0,4Na2S + 9H2O или расхдам первого ре-
агента смеси 60 г/т и второго — 40 г/т. Сочетание указанных реагентов в таком 
соотношении дает расчетое значение извлечения железа на уровне 9,22%.

В результате оптимизации составов трех модификаторов на основе модели 
лучшие извлечения меди и цинка при минимальных извлечениях железа могут 
быть достигнуты при использовании смеси FeSO4, ZnSO4 и Na2S с соотношением 
[0,55 : 0,4 : 0,05], что может обеспечить максимальное суммарное извлечение 

Рис. 3. Зависимость функции отклика Y = eCu + eZn (а) и извлечения железа (б) в концентрат флотации II 
от относительной доли первого компонента в двойных смесях реагентов-модификаторов
Fig. 3. Dependence of the response function Y = eCu + eZn (a) and the extraction of iron (b) into the flotation 
concentrate II on the relative proportion of the first component in double mixtures of modifier reagents
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меди и цинка в концентрат флотации II 
(концентрат основной медно-цинковой 
флотации), равное 129,41; при извлече-
нии пирита, равном 6,44%. 

Предложенные модели позволяют 
проследить влияние третьего компонен-
та смесей реагентов-модификаторов, ко- 
торым является сернистый натрий, на по- 
казатели флотации медно-цинковой руды.

Cоставы компонентов смеси реаген-
тов-модификаторов, при которых прог- 
нозируется максимальное извлечение 
меди и цинка в концентрат флотации II 
при минимальном извлечении в него 
железа, представлены в табл. 3.

Из представленных данных следует, 
что введение в двойную смесь желез-
ного и цинкового купоросов третьего 
компонента — сернистого натрия в не-
больших относительных долях может 
повысить извлечение меди в концент- 
рат флотации II с 90 до 95% при одно-
временном снижении извлечения цинка 
с 38,75 до 33,4% и при примерно таком 
же снижении извлечения пирита в кон-
центрат на 1,7%. 

Выводы
•	 Экспериментально установлено, 

что введение смесей модификаторов во 
флотации II, таких, как смеси  FeSO4 + 
+ ZnSO4 — [0,5 + 0,5]; FeSO4 + Na2S — 
[0,5 + 0,5], а также смеси FeSO4 + ZnSO4 
+Na2S — [0,5 + 0,25 + 0,25], увеличивает 
извлечения меди и цинка в концентрат 
при одновременной депрессии флотации 

пирита. Из перечисленных опытов наи-
лучшее извлечение меди, цинка при ми-
нимальном извлечении железа в медно-
цинковый концентрат были достигнуты 
в первом случае: 91,81; 37,72 и 7,82% 
соответственно.

•	 На основании результатов симп- 
лексного планирования флотационных 
экспериментов были рассчитаны много- 
факторные модели, связывающие меж-
ду собой извлечение меди, цинка и же-
леза с относительными долями каждого 
из компонентов смеси реагентов-моди-
фикаторов. Модели представляют собой 
нелинейные уравнения множественной 
регрессии без свободного члена.

•	 Согласно разработанным моделям, 
были выявлены четыре оптимальных 
состава смесей модификаторов, из ко-
торых оптимальным сочетанием оказа-
лось FeSO4 + ZnSO4 + Na2S — [0,55 + 0,4 + 
+ 0,05]. С  указанным составом были 
получены расчетные извлечения меди, 
цинка и железа в медно-цинковый кон-
центрат — 93,76; 35,65 и 6,44%.

•	 Разработанные математические мо- 
дели позволяют прогнозировать желае- 
мые результаты флотации медно-цин-
ковой руды в случае использования 
предложенных в работе реагентов-моди-
фикаторов. 

Авторы выражают благодарность со-
трудникам Научно-исследовательской 
лаборатории НИТУ «МИСиС» за помощь 
в проведении экспериментов, входящих 
в данное исследование.

Таблица 3
Оптимальные составы смесей во флотации II
Optimal compositions of mixtures in flotation II

Оптимальные составы смесей Расчетное извлечение металлов по моделям
FeSO4 ZnSO4 Na2S εCu εFe εZn

0,55 0,45 0 91,2 7,71 38,36
0,6 0,4 0 90,17 7,54 38,75
0,55 0,4 0,05 93,76 6,44 35,65
0,5 0,4 0,1 94,98 6,02 33,37
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