
79

© П.Е. Сизин. 2024. 

ГИАБ. Горный информационно-аналитический бюллетень / 
MIAB. Mining Informational and Analytical Bulletin, 2024;(8):79-91
ОРИГИНАЛЬНАЯ СТАТЬЯ / ORIGINAL PAPER

УДК 622.83: 550.83 DOI: 10.25018/0236_1493_2024_8_0_79

ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОВОДИМОСТЬ 
ГЕОЛОГИЧЕСКОЙ СРЕДЫ  

С ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЙ  
СИСТЕМОЙ ТРЕЩИН

П.Е. Сизин
НИТУ МИСИС, Москва, Россия, e-mail: mstranger@list.ru

Аннотация: Рассмотрена электрическая проводимость двумерной и трехмерной среды, 
содержащей плоскопараллельную систему идеально проводящих или изолирующих тон-
ких трещин. С использованием известных формул для малых приращений проводимо-
сти при внесении в среду отдельной трещины получены дифференциальные уравнения 
для проводимости среды с трещинами при немалой их концентрации. Они имеют экс-
поненциальный характер и не содержат перколяционных порогов. В двумерном случае 
изучались трещины в виде отрезков, для трехмерной среды – трещины в виде тонких 
круговых дисков, что предполагает возможность моделирования трещиноватых горных 
пород. Далее в среде COMSOL Multiphysics проверялось согласие результатов численных 
экспериментов с полученными теоретическими зависимостями проводимости двухком-
понентных сред от концентрации включений, а в двумерном случае также с предсказани-
ями метода EMA. В двумерном случае при случайном расположении центров проводя-
щих трещин рост проводимости с ростом концентрации трещин оказывается линейным. 
Изменение проводимости для среды с изолирующими трещинами оказывается дуальным 
к изменению проводимости в случае проводящих трещин. При более регулярном рас-
положении трещин проводимость хорошо описывается методом EMA и методом добав-
ления единичных включений. В трехмерном случае проводимость среды как с идеально 
проводящими, так и с изолирующими трещинами хорошо описывается методом добав-
ления единичных включений. Преимущества предлагаемого метода перед методом EMA 
состоят в математической простоте и возможности применения к более широкому классу 
включений и трещин.
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Введение
Проблемы прочности горных пород 

с трещинами и пустотами в настоящее 
время не утратили актуальность и еще 
далеки от полного решения [1]. Трещи- 
нообразование является основным ме-
ханизмом разрушения горных пород [2]. 
Информация о концентрации трещин, 
их типе и размерах необходима для ре-
шения широкого круга практических за- 
дач: устойчивости пород в окрестности 
горных выработок [3], крупных плотин 
и других инженерных сооружений, пла-
нирования бурения и взрывных работ 
[4], а  также для построения моделей 
земной коры в сейсмически активных 
районах и прогноза землетрясений [5]. 
В целом можно сказать, что концентра-
ция и форма трещин предопределяет ход 

разрушения горных пород с учетом ин-
тенсивности приложенных напряжений 
[1, 6]. При немалых концентрациях тре-
щин необходимо специально исследо-
вать процессы их слияния [7]. 

Очевидно, встает задача определения 
концентрации трещин в горных поро-
дах, что далеко не всегда возможно сде-
лать прямыми наблюдательными мето-
дами. Существуют и косвенные методы 
оценки концентрации трещин в горных 
породах, в частности использующие ин- 
формацию об их электрическом сопро-
тивлении [8, 9]. Трещиноватость массива 
может оцениваться методами электро-
томографии [10].

Для оценки трещиноватости горных 
пород по их электрическому сопротив-
лению требуется знание зависимости 

Abstract: The article discusses conductivity of two-dimensional and three-dimensional me-
dium containing a plane-parallel system of conductive or insulating thin fractures. Using the 
known formulas for small increments of conductivity in a medium with a single crack, the 
differential equations are derived for the conductivity in a medium with cracks of a consider-
able concentration. The equations are exponential and contain no percolation thresholds. In 
the two-dimensional case, the cracks represented short segments, and in the three-dimension-
al case, the cracks were thin circular disks, which allowed modeling jointed rocks. Then, in 
COMSOL Multiphysics, agreement was checked between the numerical results and theoreti-
cal relationships of two-component medium conductivity and crack concentrations, and also 
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conductive cracks, the increment in conductivity with the increasing concentration of cracks 
is linear. The change in conductivity of a medium with insulating cracks is dual relative to the 
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conductivity is described well using the EMA and the method of addition of singular defects. 
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сопротивления (или проводимости) сре- 
ды от ее трещиноватости или пористо-
сти. 

В настоящей статье мы ограничимся 
случаем тонких трещин. Отметим сразу, 
что изолирующие трещины оказывают 
наибольшее влияние на проводимость 
в направлении, перпендикулярном к ним, 
и вообще не изменяют проводимость в 
параллельном направлении. Аналогич- 
но трещины с нулевым сопротивлением 
(идеально проводящие) максимально 
влияют на проводимость в параллельном 
направлении (играют роль проводов) и 
не влияют на проводимость в перпенди-
кулярном направлении. Оба этих край-
них случая реализуются на практике: 
трещины могут быть как пустыми или 
содержащими низкопроводящие жидко- 
сти, так и заполненными раствором со- 
лей (высокопроводящим флюидом) [11]. 
Соответственно, первый случай моде-
лируется включениями с нулевой про-
водимостью, второй — идеально прово-
дящими [12].

При небольших значениях их кон-
центрации проводимость среды с трещи-
нами хорошо описывается приближени- 
ем единичного включения, известным 
как приближение Максвелла [13]. При 
немалых концентрациях включений наи- 
лучшим методом считается приближе- 
ние эффективной среды (effective media 
approximation, EMA) [14, 15]. В  этом 
формализме вмещающий компонент сре- 
ды также представляется в виде включе- 
ний, форма которыя может выбираться 
по-разному. В случае изотропной среды 
«включения» сплошного компонента 
можно выбрать сферическими (круговы- 
ми в двумерном случае), в  неизотроп-
ном случае их форму часто принима-
ют совпадающей с формой включений. 
Однако возможны и другие варианты 
выбора формы. 

При этом приближение EMA очень 
чувствительно к форме «включений» 

сплошного компонента. Его формули-
ровка очевидна только для круговых и 
сферических включений. Уже для тон-
ких эллипсов и эллипсоидов оно допу-
скает различные формы «включений», 
ведущие к разным результатам [16]. За- 
метим, что именно тонкие эллипсы и 
эллипсоиды являются простейшей мо- 
делью трещин — «царапин» в двумер-
ном случае и круговых дисков в трех-
мерном. Для трещин более сложной фор-
мы применение метода EMA в принципе 
проблематично. Даже элементарное приб- 
лижение Максвелла требует знания тен-
зора поляризуемости рассматриваемых 
включений. Его точное нахождение воз- 
можно для весьма ограниченного клас-
са двумерных фигур и практически не-
возможно для трехмерных, за исключе-
нием сфер и эллипсоидов.

Существующие на данный момент 
модели, связывающие проводимость гео- 
логических сред с их трещиноватостью, 
обычно предполагают наличие внутри 
горных пород крупномасштабных тре-
щинных структур, играющих роль «про- 
водов» и ощутимо уменьшающих со-
противление рассматриваемых пород. 
В  работе [17], например, эксперимен-
тально полученные значения межзерно-
вой и трещинной пористости песчаника 
сопоставляются с его проводимостью. 
Полученные результаты показывают хо- 
рошее согласие экспериментальных дан- 
ных с формулами классических работ 
[18, 19], как раз использующих этот под-
ход. Представляется, однако, интерес- 
ным также анализ зависимости элект- 
рического сопротивления горных пород 
от проводящих или изолирующих вклю-
чений, имеющих немалую концентра-
цию, но еще не объединенных в макро-
структуры. 

Разумеется, мощным методом иссле- 
дования любых свойств гетерогенных 
структур со сложной геометрией в настоя-
щее время является численный экспери-
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мент. В некоторых случаях он оказыва-
ется единственно возможным, в других, 
более простых, он может служить для 
проверки предсказаний теоретических 
моделей. В работе [20] описана методи-
ка моделирования геологической среды 
(зернистой или с отдельными трещина- 
ми) и численных экспериментов для оп- 
ределения проводимости такой среды. 
В [21] с помощью численного экспери-
мента найдена проводимость двумер-
ной среды с тонкими изолирующими 
трещинами, расположенными под слу-
чайными, но большими углами к полю. 

В настоящей работе мы используем 
выражения для вклада отдельной трещи- 
ны в проводимость среды. Для отрез- 
ков-«царапин» и тонких круговых дис-
ков он хорошо известен [22]. Далее мы 
применяем метод добавления единич- 
ных включений, предложенный в [23]. 
Из рассмотрения малых приращений про- 
водимости при добавлении в неодно-
родную среду одного включения мы по-
лучаем дифференциальное уравнение 
для проводимости среды в зависимости 
от концентрации трещин. Численный 
эксперимент в среде COMSOL Multiphy- 
sics позволяет проверить полученную 
зависимость для каждого вида трещин 
в проводящем и изолирующем случае.

Использование приближения 
Максвелла для нахождения 
электрической проводимости 
двухкомпонентной среды 
при немалых концентрациях 
включений 
Векторы напряженности электриче-

ского поля E и плотности тока j в сплош-
ной среде подчинены уравнениям 

divj rotE= =0 0; ;	 (1) 

и связаны между собой материальным 
уравнением 

j E x y z� �� � �; ( , , ) .	 (2)

Проводимость se двухкомпонентной 
среды определяется как 

j Ee� � ,	 (3)

где средние значения физических вели-
чин

a
V

adxdydz
V

V

�
�� ���lim
1

.	 (4)

Для кубического образца с ребром L, 
к  противоположным граням которого  
приложено напряжение U, вызывающее 
в образце ток I, имеем

�e L

I
LU

�
��
lim .	 (5)

Аналогично определяется проводи-
мость для двумерных задач, в которых 
средние значения есть 

a
S

adxdy
S

S

�
�� ��lim
1 .	 (6)

Пусть отдельные включения облада-
ют проводимостью s1, вмещающая сре-
да — проводимостью s2.

Проводимость двумерного образца с 
ребром L с идеально проводящими тре-
щинами длиной l, ориентированными 
параллельно приложенному электриче-
скому полю, при небольшой их концен-
трации хорошо известна [22]:

� � �e
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�
�

�
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�
��2

2

1
2

.	 (7)

Здесь n = N/L2 — двумерная концент- 
рация трещин; N — число трещин в об-
разце. Пусть двумерный образец с неко-
торым числом трещин (не обязательно 
малой концентрации) имеет проводи-
мость s. Добавим в него еще одну такую 
же трещину. 

Изменение проводимости образца, 
связанное с этим, составит

�� �
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� �
�
�

�
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�4

2l
L

.	 (8)
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Получаем дифференциальное урав-
нение d l

L
dN

�
�

�
� �

�
�

�
�
�4

2

,	 (9)

решение которого есть
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N
4

2

.	 (10)
Используем очевидное соображение: 

проводимость образца без трещин s(0) = 
= s2. Тогда находим окончательно

� �
�

� 2
4

2

e
l
n
.	 (11)

Для изолирующих (с нулевой прово-
димостью) трещин, ориентированных 
перпендикулярно полю, из линейного 
приближения
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вполне аналогично получаем
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.	 (13)

Сходство формул (11) и (13) не слу-
чайно. Оно отражает известное свойст- 
во дуальности. Пусть в двумерной ма-
трице проводимостью s2  =  1 имеется 
некоторый набор включений. Если те-
перь s|| — проводимость вдоль оси Ox 
при идеально проводящих включениях, 
s⊥  — проводимость вдоль оси Oy при 
изолирующих включениях, то s|| s⊥ = 1. 
Этой формулой и связаны проводимость 
среды вдоль идеально проводящих тре-
щин и проводимость среды с таким же 
ансамблем изолирующих трещин, но ори- 
ентированных перпендикулярно полю.

В [22] приведены результаты приб- 
лижения EMA для проводимости дву-
мерной среды с плоскопараллельной 
системой трещин. Для среды с проводя-
щими трещинами, параллельными по- 
лю, метод EMA дает
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Для изолирующих трещин, перпен-
дикулярных полю, используем выраже-
ние, дуальное к предыдущему:
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С этими теоретическими формулами 
мы и будем сравнивать результаты чис-
ленных экспериментов.

Проводимость  
двухкомпонентной среды  
с плоскопараллельной системой 
трещин в двумерном случае 
Для проверки полученных формул 

(11) и (13) было проведено моделиро-
вание в среде COMSOL Multyphysics 
проводимости двумерного образца с 
идеально проводящими и изолирующи-
ми трещинами. В качестве образца был 
взят квадрат со стороной 1 м, удельной 
проводимостью 1 См/м, к его противо-
положным сторонам было приложено 
напряжение 1 В. Протекающий через 
образец ток при этом численно совпада-
ет с удельной проводимостью образца. 

Рис. 1. Случайно расположенные трещины в дву-
мерной модели
Fig. 1. The randomly placed cracks in the 2D model
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Это позволило представить результаты 
в единообразной и удобной для анализа 
форме. По оси абсцисс на графиках для 
двумерного случая отложена безразмер- 
ная переменная x  = pl2n/4, с использо-
ванием которой проводимость среды с 
идеально проводящими s = s2 e

x (в экс-
поненциальном приближении), среды с 
изолирующими трещинами, соответст- 
венно, s = s2 e

–x. 
В первом численном эксперименте 

координаты геометрических центров тре- 
щин выбирались полностью случайно в 
рамках квадратного образца. Получен- 
ный таким образом ансамбль трещин 
отличается сильной пространственной 
неоднородностью (рис. 1). 

Результаты моделирования проводи- 
мости среды с проводящими трещинами 
представлены на рис.  2. Для удобства 
удельная проводимость вмещающего ком-
понента принимается равной единице, 
s2 = 1. Светло-зеленым цветом обозна-
чено предсказание предлагаемого мето-
да добавления единичных включений, 
синим  — предсказание метода EMA, 

красный график «по точкам» — резуль-
тат численного эксперимента, темно-
зеленый график — линейная аппрокси-
мация s = 1 + 1,18x. Оказывается, что 
проводимость среды с такими трещи-
нами не описывается ни предлагаемым 
методом, ни методом EMA. С ростом 
концентрации трещин проводимость воз-
растает гораздо медленнее, и этот рост 
лучше всего описывается линейной ап-
проксимацией.

На рис. 3 представлены результаты 
моделирования проводимости среды с 
изолирующими трещинами. Светло-зе- 
леным, синим и темно-зеленым цветами 
обозначены зависимости, дуальные по 
отношению к зависимостям, предсказы- 
ваемым для системы проводящих тре-
щин соответственно методом добавле-
ния единичных включений, методом 
EMA и линейной аппроксимацией по 
данным численного моделирования для 
проводящих трещин. Здесь вновь видно, 
что оба теоретических метода совсем 
не описывают проводимость среды, а вы-
ражение s = (1 + 1,18x)–1, дуальное по 

Рис. 2. Проводимость двумерной среды с проводящими трещинами
Fig. 2. Conductivity of the 2D medium with conductive cracks
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отношению к линейному закону, опи-
сывает ее весьма точно.

В следующем численном экспери- 
менте была искусственно уменьшена 
хаотичность системы трещин. Исходный 
квадратный образец был разделен на 
16 равных квадратов, и трещины добав-
лялись по одной в каждый из квадратов.  
Координаты центров трещин выбира-
ются случайно, но для каждой внутри 
своего квадрата. Полученный таким об- 
разом ансамбль трещин показан на рис. 4.

Результаты для проводимости это-
го образца с проводящими трещинами 
приведены на рис. 5. Теперь уже пред-
сказания метода EMA (синий график) и 
предлагаемого метода (светло-зеленый 
график) хорошо описывают реальность. 
На рис.  6 приведены результаты для 
проводимости этого же образца с изоли- 
рующими трещинами. Цветовые обоз- 
начения здесь такие же, как на рис. 3. 
Два теоретических метода хорошо опи-
сывают проводимость среды, имея яв-
ное преимущество перед линейной и 
дуальной к ней аппроксимацией. Также 

можно отметить, что метод добавления 
единичных включений, приводящий к 
экспоненциальным зависимостям для 
включений сколь угодно сложной фор-
мы, имеет перед методом EMA несом- 
ненное преимущество простоты.

Отметим, что неожиданная линей- 
ная зависимость проводимости от кон-

Рис. 3. Проводимость двумерной среды с изолирующими трещинами
Fig. 3. Conductivity of the 2D medium with insulating cracks

Рис.  4. Двумерная модель с регуляризованным 
расположением трещин
Fig. 4. The 2D model with regularized cracks pattern
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центрации имеет место только для па-
раллельных трещин. В [21] проведено 
численное моделирование проводимо- 

сти двумерного образца с изолирующи- 
ми трещинами, расположенными под 
случайными углами от 70º до 90º к 

Рис.  5. Проводимость двумерной среды с регуляризованным расположением трещин (проводящий 
случай)
Fig. 5. Conductivity of the 2D medium with regularized cracks pattern (conductive case)

Рис. 6. Проводимость двумерной среды с регуляризованным расположением трещин (изолирующий 
случай)
Fig. 6. Conductivity of the 2D medium with regularized cracks pattern (insulating case)
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электрическому полю. Оказалось, что эта 
проводимость при случайном располо- 
жении центров трещин хорошо опи-
сывается экспоненциальным законом. 
Можно предположить, что близко распо-
ложенные трещины «дублируют» друг 
друга, что приводит к более слабой за-
висимости проводимости от концентра-
ции трещин. Этот вопрос требует от-
дельного исследования. 

Проводимость  
двухкомпонентной среды  
с плоскопараллельной системой 
трещин в трехмерном случае 
Обратимся теперь к проводимости 

трехмерной среды с плоскопараллель-
ной системой круговых дискообразных 
трещин. Предсказания метода EMA в 
этом случае различаются в зависимости 
от того, какой выбирается форма «вклю-
чений» вмещающего компонента [16]. 

Воспользуемся методом добавления 
единичных включений. Для нахождения 
проводимости среды, содержащей вклю- 
чения в виде тонких дисков, эти диски 

можно приближенно заменить тонкими 
эллипсоидами. 

Такой метод дает для проводимости 
трехмерного образца с ребром L с иде-
ально проводящими трещинами радиу- 
сом r, параллельными полю, при неболь-
шой их концентрации [22]

� �e R n� ��
�
�

�
�
�2

31
16
3

.	 (16)

Рис. 7. Случайно расположенные дискообразные 
трещины в трехмерной модели
Fig. 7. The randomly placed disc-shaped cracks in the 
3D model

Рис. 8. Проводимость трехмерной среды с проводящими трещинами
Fig. 8. Conductivity of the 3D medium with conductive cracks



88

В этом случае n = N/L3 — трехмерная 
концентрация трещин. Повторяя все рас- 
суждения, примененные выше для дву-
мерного случая, получаем экспоненци-
альную зависимость

� �� 2

16
3

3

e
R n

.	 (17)

В случае изолирующих трещин радиу-
сом R, перпендикулярных полю, прово-
димость при малой концентрации есть 
[22]:
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.	 (18)

Экспоненциальное выражение для 
проводимости

� ��
�
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8
3

3

e
R n

.	 (19)
В численном эксперименте коорди-

наты центров трещин выбирались слу-
чайно. Расположение дискообразных 
трещин при большой их концентрации 
показано на рис. 7. 

Для описания среды с проводящими 
трещинами используем безразмерную 
величину t = R3n, делающую результаты 

наглядными и сопоставимыми с дву-
мерным случаем. 

Результат для проводящих трещин 
представлен на рис.  8, для изолирую-
щих — на рис. 9. Цветовые обозначения 
прежние, только не нужна зависимость, 
дуальная к линейной.

Видно, что экспоненциальные зави-
симости очень точно описывают прово- 
димость трещиноватой среды. Они хо-
рошо работают вплоть до такой концен-
трации параллельных трещин, за которой 
следует уже разрушение образца (см. 
рис. 7).

Выводы
1. Метод добавления единичных вклю-

чений распространен на тонкие трещи-
ны. С его помощью получены диффе-
ренциальные уравнения для электриче-
ской проводимости среды с трещинами 
и простые экспоненциальные выраже-
ния для проводимости среды при нема-
лой концентрации трещин.

2. Для проверки полученных теорети-
ческих результатов осуществлено моде- 

Рис. 9. Проводимость трехмерной среды с изолирующими трещинами
Fig. 9. Conductivity of the 3D medium with insulating cracks
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лирование проводимости трещиноватой 
породы в среде COMSOL Multiphysics. 
В двумерном случае трещины модели- 
ровались отрезками, в трехмерном слу-
чае  — тонкими круговыми дисками. 
Рассматривались идеально проводящие 
и изолирующие трещины. 

3. В двумерном случае при случайном 
расположении центров проводящих тре- 
щин рост проводимости с ростом кон-
центрации трещин оказывается линей-
ным, намного медленнее, чем предска-
зывают метод EMA и метод добавления 
единичных включений. Изменение про-
водимости для среды с изолирующими 
трещинами оказывается дуальным к из-

менению проводимости в случае прово-
дящих трещин.

4. При более регулярном расположе- 
нии трещин проводимость хорошо опи-
сывается методом EMA и методом до-
бавления единичных включений.

5. В трехмерном случае проводимость 
среды как с идеально проводящими, так 
и с изолирующими трещинами хорошо 
описывается методом добавления еди-
ничных включений.

6. Преимущества предлагаемого ме- 
тода перед методом перед методом EMA 
состоят в математической простоте и 
возможности применения к более ши-
рокому классу включений и трещин.
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