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Аннотация: Эксперименты на образцах-пластинах габбро при их циклическом дефор-
мировании при изгибе по трехточечной схеме и регистрации параметров петли гистере-
зиса на частотах 0,05–20 Гц показали ряд характерных особенностей внутренних меха-
нических потерь для этого диапазона. Изменение внутренних механических потерь в гор-
ных породах в инфразвуковом диапазоне циклических воздействий может быть описано 
суммой обратно пропорциональной функции, характеризующей вязкие потери, и посто-
янной величиной, обусловленной потерями вида «сухое трение». Для исследованного 
диапазона частот установленная закономерность в части вязких потерь соответствует 
рэлеевской модели, описывающей их увеличение при уменьшении частоты воздействий. 
Экспериментально и расчетным путем установлено наличие характерной частоты из-
менения преобладающего механизма потерь, находящейся в зависимости от конкретного 
образца в диапазоне от 0,04 до 0,14 Гц. Переход из одного диапазона частот в другой 
сопровождается изменением ориентации гистерезисной петли, что обусловлено физикой 
процессов. В области верхних частот исследованного диапазона преобладает механизм 
вида «сухое трение», когда перемещения и нагрузки близки по фазе друг другу. В области 
нижних частот преобладают вязкие потери. В этом случае нагрузка по фазе отстает от 
вызвавшего ее перемещения, что приводит к изменению ориентации петли гистерезиса. 
Численное моделирование методом конечных элементов в среде COMSOL Multiphysics 
подтвердило эту гипотезу.
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Введение
Практический и научный контекст
Как показано в [1], внутренние ме-

ханические потери (ВМП) — важней-
шие физические свойства материалов. 
Их величина оценивается безразмерной 
добротностью Q или коэффициентом 
потерь Q–1 (обратной добротностью), 
характеризующими переход части меха- 
нической энергии в тепловую при уп- 
ругих колебаниях. Наряду с упругими 
свойствами, скоростями продольных и 
поперечных волн, прочностью они иссле-
дуются в материаловедении, неразру-
шающем контроле и диагностике техни-
ческих объектов, сейсмостойком строи- 
тельстве (ГОСТ Р ИСО 10137-2016). 
ВМП учитываются при анализе распро-
странения сейсмоволн при взрывной 
добыче полезных ископаемых и сейсмо-
разведке, воздействии землетрясений и 

горных ударов на наземные и подземные 
сооружения, транспортные магистрали, 
тоннели, метрополитены. Проявляют 
себя ВМП при периодических, цикли-
ческих, вибрационных, акустических 
воздействиях различных частот на объ-
екты, и они должны учитываться при их 
проектировании и эксплуатации таких 
объектов. Все это говорит об актуаль-
ности исследований, описанных ниже.

Современное состояние  
в области исследований  
внутренних механических потерь
В различных областях техники коэф-

фициент ВМП оценивается при харак-
теристике виброгасящих материалов [2]. 
В физике полимерных материалов [3] 
методы оценки коэффициента ВМП по 
петлям гистерезиса при циклических на- 
гружении и деформировании описаны в 

Abstract: The cyclic three-point bending tests of gabbro slab samples with the recording of 
the hysteresis loop parameters at the frequencies of 0.05–20 Hz revealed some special features 
of mechanical losses within this range. The change in internal mechanical losses in rocks in 
the infrasonic frequency range of cyclic treatment can be described by a sum of an inversely 
proportional function, characterizing viscous losses, and a constant value governed by losses 
due to dry friction. For the test frequency range, the revealed pattern of viscous losses conforms 
with the Rayleigh model which explains the increase in such losses at the decreased treatment 
frequency. The tests and calculations find out a characteristic frequency of change in the domi-
nant mechanism of losses, within the range from 0.04 to 0.14 Hz depending on a specific sam-
ple. Transition between the frequency ranges is accompanied by the change in the orientation of 
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ГОСТ Р 56801-2015. Следует отметить, 
что методики измерения ВМП, описан-
ные в данном ГОСТе, применимы и к 
другим материалам.

В металлургии ВМП изучаются для 
металлов и сплавов [4]. В [5] показано, 
что через интегральную площадь пика 
внутреннего трения можно оценить до- 
лю трансформированного ε-мартенсита 
в сплавах с памятью формы. В [6] опи-
сана корреляция между гистерезисны-
ми пиками затухания стабильных аусте-
нитных нержавеющих сталей, вызван-
ными выделением водорода. Обработка 
магнитным полем стали Cr4Mo4V при-
водит к заметному снижению внутрен-
него трения, что является показателем 
повышения механической стабильности 
аустенита [7].

В горном деле и геофизике ВМП ис-
следуются в горных породах различных 
типов [8—12]. Циклические нагрузки в 
звуковом и инфразвуковом диапазонах 
частот в горных массивах [13, 14] мо-
гут возникать при антропогенном воз-
действии, связанном с взрывами для 
отбойки при выемке полезного иско-
паемого и проходке выработок. В [15] 
показана тенденция к увеличению про-
цента рассеянной энергии песчаника 
по мере роста амплитуды циклических 
напряжений, в  результате увеличения 
энергии, используемой для продления 
трещин. Закрытие микротрещин мела 
при циклической нагрузке влияет на 
демпфирующие свойства, коэффициент 
демпфирования увеличивается с увели- 
чением количества циклов нагрузки– 
разгрузки [16]. В [17] описаны различ- 
ные механизмы затухания сейсмических 
волн в карбонатных породах различной 
пористости, насыщенных жидкостью, 
а также сделан вывод о зависимости ве-
личины затухания от скольжения в тре-
щинах при уменьшении шероховатости 
их поверхности при увеличении давле-
ния сжатия. Трение между частицами 

горной породы во время циклического 
нагружения приводит к нелинейному 
гистерезису [18—20]. С  увеличением 
верхнего предела осевого сжатия гисте-
резисная петля кривой «напряжение–
деформация» смещается вправо по оси 
абсцисс [21]. С увеличением амплитуды 
и уменьшением частоты циклических 
напряжений ширина гистерезисных пе- 
тель увеличивается, что говорит об уве- 
личении энергии, затрачиваемой на 
демпфирование, и доминирующей роли 
циклической нагрузки — разгрузки при 
разрушении горной породы [22]. Для 
песчано-каменных смесей с увеличе-
нием содержания камня гистерезисная 
петля смещается в сторону оси напря-
жений, а ее площадь увеличивается [23]. 
В [24] показано, что коэффициент по-
терь при приложении параллельной 
слоистости сланца нагрузки меньше, чем 
при приложении перпендикулярной на-
грузки.

Исследования частотных зависимо-
стей коэффициента потерь занимают 
особое место для горных пород. В диа-
пазоне частот выше 1—100  Гц эта за-
висимость носит линейный характер. 
При более высоких частотах, где длина 
волны сравнима с размерами неодно-
родностей, эта зависимость носит квад- 
ратичный характер. Однако частотная 
зависимость коэффициента потерь гор-
ных пород ниже 1—100  Гц изучена в 
гораздо меньшей степени, особенно ни- 
же 0,1 Гц, что встречается при иссле-
довании резонансных частот зданий и 
сооружений при воздействии сейсми-
ческих волн. Так, например, в ГОСТ Р 
ИСО 10137-2016 рассматриваются ча-
стоты до 0,06 Гц, в [25] анализируются 
колебания Земли с периодом до 100  с 
или 0,01 Гц. 

Такие же диапазоны частот могут 
встречаться и при оползнях склонов гор, 
обрушении бортов и уступов карьеров 
и кровли подземных горных выработок. 
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Спектр таких процессов, представляю-
щих собой сдвижение пород в течение 
нескольких секунд, также находится в 
диапазоне частот ниже 1 Гц. 

В  этой связи представляет интерес 
возможность описания частотных зави-
симостей коэффициента потерь рэлеев-
ской моделью [26], включающей сумму 
двух составляющих, из которых одна 
описывает изменение коэффициента 
потерь прямо пропорционально часто-
те, а вторая — обратно пропорциональ-
но ей.

Цель и задачи
Целью описанных в данной статье 

исследований являлась оценка величин 
и характера механических потерь в об-
разцах габбро в виде тонких пластин 
при испытании на циклический изгиб 
по трехточечной схеме.

Достижение указанной цели предус-
матривало решение следующих задач:

•	 лабораторные испытания образ-
цов — пластин габбро при изгибе по 
трехточечной схеме в диапазоне частот 
от 0,05—20 Гц.

•	 построение графиков частотных 
зависимостей механических потерь и их 
анализ;

•	 аппроксимация полученных зави-
симостей функциями обратной и обрат-
ной с постоянной составляющей, выбор 
наилучшей модели;

•	 обоснование вида внутренних ме-
ханических потерь в образцах по полу-
ченным модельным зависимостям;

•	 оценка применимости рэлеевской 
модели вязких потерь для горных по-
род;

•	 установление закономерности из-
менения доли вязких потерь в общем 
балансе;

•	 моделирование методом конечных 
элементов для подтверждения досто-
верности полученных выводов о видах 
потерь и доли вязкой составляющей.

Материалы и методы
Теоретическое обоснование 
методики измерений
Дифференциальное уравнение пе- 

риодических воздействий на колебатель-
ную систему с потерями может быть за-
писано в следующем виде:

mx x cx R x P t  � � � �� sign( ) ( ) ,	 (1)

где m — масса или плотность; α — ко-
эффициент потерь; c — жесткость; R — 
сила «сухого трения»; P(t) — сила воз-
действия; sign — знаковая функция. Дан-
ное уравнение может быть приведено  
к виду

  x nx p x r x f t� � � �2 2 sign( ) ( ) ,	 (2)

где n = α /(2m); p2 = c / m; r = R / m.
Уравнение (2) может быть приме-

нено к системам с сосредоточенными 
параметрами в виде груза, пружины и 
демпфера, в которых рассматриваются, 
например, колебания груза. Оно может 
быть применено и к системам с распре-
деленными параметрами и свойствами 
в виде плотности, модуля упругости и 
коэффициента потерь, в которых, в ча- 
стности, рассматривается распростране-
ние упругих волн.

Рэлеевская модель вязких потерь [24] 
учитывает две составляющие. Одна из 
них связана с коэффициентом n и харак-
теризует рост потерь при увеличении 
частоты воздействия. Вторая связана с 
коэффициентом p2 и описывает их рост 
при уменьшении частоты воздействия. 

Вязкие потери выражаются форму-
лой

Q
f

fdM dK
� � � �1 2

1
2

2�
�
� � � ,	 (3)

где Q–1 — коэффициент потерь без уче-
та составляющей r (другие названия — 
обратная добротность, тангенс угла по- 
терь); ξ — степень демпфирования; f — 
частота воздействия; αdM, βdK  — коэф-
фициенты, характеризующие обратно и 



34

прямо пропорциональные зависимости 
потерь от частоты и имеющие размер-
ности [Гц] и [с] соответственно. Первое 
слагаемое в правой части выражения (3) 
характеризует потери в низкочастотной 
области, где они возрастают с уменьше-
нием частоты. Второе слагаемое описы-
вает потери в высокочастотной области, 
где они растут с увеличением частоты.

Как показано в ряде теоретических  
и экспериментальных исследований, со- 
ставляющая потерь r вида «сухое тре-
ние» не зависит от частоты и может 
быть выражена постоянной величиной. 
При обработке экспериментальных ре-
зультатов эта составляющая в формулах 
учитывается как постоянный коэффи-
циент, суммируемый с составляющими 
других видов потерь.

При экспериментальном определе-
нии коэффициента потерь следует учи-
тывать также конструкционное трение, 
зависящее от размеров и формы иссле-
дуемой среды или конструкции.

Следует отметить, что для горных 
пород в силу их генезиса характерно 
наличие развитой трещиноватости раз-
личных масштабных уровней, что от-
личает их от металлов, сплавов, одно-
родных по структуре композитов, для 
которых существенными являются про- 
цессы на уровнях дислокаций. Для гор-
ных пород кроме этих процессов су-
щественным является трение берегов 

микро- и макротрещин на микро и ме-
зоуровнях, описываемое компонентой r 
в уравнении (2) и вносящее значитель-
ный вклад в общую картину механиче-
ских потерь.

Экспериментальные методы 
измерения коэффициента потерь
Коэффициент потерь в случае изги-

ба балки по трехточечной схеме можно 
вычислить, построив петлю гистерези-
са зависимости усилия изгиба от проги-
ба (рис. 1), по модифицированной фор-
муле, приведенной в ГОСТ 56801-2015:

Q–1 = S11 / S12 = S21 /S22,	 (4)

где S11, S21  — усилия при нулевых де-
формациях; S21, S22 — усилия при мак-
симальных деформациях.

В данной статье в качестве экспери- 
ментального материала рассматривают- 
ся результаты испытания образцов  — 
пластин габбро размерами 30×10×0,9 мм, 
закрепленных на концах при испытани-
ях по трехточечной схеме. Измерения 
проводятся на динамическом механиче-
ском анализаторе Q800 (DMA — Dyna- 
mic Mechanical Analysis). Прибор вклю-
чает в себя высокоточный контроль  
нагрузки с использованием бесконтакт-
ного линейного двигателя, поддержку 
нагружающего элемента воздушными 
подшипниками, что практически исклю- 
чает трение, и  измерение смещения 

Рис. 1. Петля гистерезиса, построенная по результатам циклических испытаний образцов
Fig. 1. Hysteresis loop based on the results of cyclic testing of samples
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оптическим кодером с высоким разре- 
шением. Испытания проводились в диа- 
пазоне частот от 0,05 до 20 Гц при ком-
натной температуре и влажности.

Обработка результатов
Обработка результатов предусматри- 

вала подбор коэффициентов регресси-
онных зависимостей по методу наи-
меньших квадратов и осуществлялась 
по специально разработанной програм-
ме в среде MathCAD. Низкочастотная 
часть зависимости модели Рэлея в обоб-
щенной математической форме имеет 
вид

y x
a
x

( ) � 1

2�
,	 (5)

где y — коэффициент потерь Q–1; x — 
частота колебаний; a1  — коэффициент 
модели Рэлея, характеризующие низко-
частотную компоненту.

Результаты аппроксимации экспе-
риментальных данных по формуле (5), 
приведенные для примера на рис.  2, 
демонстрируют существенное отличие 
частотной зависимости коэффициента 
потерь Q–1 от обратно пропорциональ-
ной зависимости Рэлея (3) для низкоча-
стотной области. Обратная зависимость 
(см. рис. 2, линия 2) в двойном логариф-
мическом масштабе имеет вид прямой. 
Кривая 1 экспериментальных данных 
имеет вид, отличный от прямой линии. 

Физически этот факт можно интер-
претировать тем, что кроме вязких по-
терь, которые описывает модель Рэлея, 
присутствуют также и другие виды по-
терь, в частности, вида «сухое трение». 
Поэтому были рассмотрены также и 
другие зависимости, учитывающие этот 
вид потерь в виде постоянной величи-
ны, слагаемой с функцией обратной за-
висимости.

Модель 1 представляет собой обрат-
ную зависимость в сумме с постоянной 
составляющей в области нижних ча-
стот, описываемую функцией

y x a
a
x

( ) � �0
1

2�
,	 (6)

где y — коэффициент потерь Q–1; x — 
частота колебаний; a0 — коэффициент, 
характеризующий постоянную состав-
ляющую; a1 — коэффициент модели Рэ-
лея, характеризующий низкочастотную 
составляющую вязкоупругих потерь;

Модель 2  — это полная рэлеевская 
модель с постоянной составляющей 
следующего вида:

y x a
a
x
a x( ) � � �0

1
22
2

�
� ,	 (7)

где коэффициенты a1 и a2 являются со-
ответствующими коэффициентами рэ-
леевской модели.

Результаты и их обработка
На рис. 3 представлены зависимости 

коэффициента потерь от частоты воз-
действия, полученные на четырех об-
разцах, а также результаты аппроксима-
ции по формулам (6) и (7).

Как показывают результаты табли-
цы, следует выбрать модель 1, посколь-
ку модель 2 хоть и дает более высокие 
значения коэффициента детерминации 
R2, но коэффициент a2 имеет отрица-
тельные значения, что правомерно с 
точки зрения формальной математики, 
но противоречит физическому смыслу.

Рис. 2. Зависимости коэффициента потерь Q–1: 
экспериментальная (1) и обратная пропорциональ-
ная (2)
Fig. 2. Dependences of the loss factor Q–1: experimen-
tal (1) and inverse proportional (2)
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В модели 1 коэффициент a1 пред-
ставляет собой коэффициент αdM рэле-
евской модели (3). В  таблице столбец 
с этими значениями выделен жирным 
шрифтом. Коэффициент a0 физически 
может быть интерпретирован как со-
ставляющая коэффициента потерь, об-
условленная сухим трением.

Обсуждение результатов
Анализ экспериментальных 
результатов
Полученные результаты позволяют 

сравнить между собой различные виды 

потерь. Сравнение вклада вязких по-
терь в общий баланс можно провести в 
зависимости от частоты по формуле

Q
f

a
fB

dM� � �1 1

2 2
�
� �

.	 (8)

При допущении, что потери вида 
«сухое трение» не зависят от частоты и 
определяются коэффициентом a0 в фор-
муле (6), суммарные потери на часто- 
те f составят

Q Q Q a
a
fB c

� � �� � � �1 1 1
0

1

2�
,	 (9)

Рис. 3. Зависимости коэффициента потерь Q–1 от частоты для образцов GBR01 (а), GBR02 (б), 
GBR03 (в), GBR04 (г): 1  – экспериментальные; 2  – аппроксимированные функциями вида (6);  
3 – аппроксимированные функциями вида (7)
Fig. 3. Dependences of the loss factor Q–1 on frequency for samples GBR01 (а), GBR02 (b), GBR03 (v), 
GBR04 (g) experimental (1) and approximated by functions of the form (6) (number 2 on the graphs) and (7) 
(number 3 on the graphs)

Результаты аппроксимации частотных зависимостей коэффициента Q–1

Results of approximating the frequency dependencies of the Q–1 coefficient
Образец Модель 1, формула (6) R2 Модель 2, формула (7) R2

a0 a1 a0 a1 a2

GBR01(5) 6,667·10–3 3,347·10–3 0,933 6,935·10–3 3,191·10–3 –7,573·10–3 0,942
GBR02(6) 3,162·10–3 1,616·10–3 0,863 3,174·10–3 1,609·10–3 –3,602·10–7 0,863
GBR03(7) 6,100·10–3 4,594·10–3 0,946 5,800·10–3 4,769·10–3 8,45·10–3 0,952
GBR04(11) 8,063·10–3 1,966·10–3 0,771 8,321·10–3 1,816·10–3 –7,277·10–3 0,791
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где Q–1 — общие потери, Qв
–1 — вязкие 

потери, Qс
–1 — потери вида «сухое тре-

ние».
Относительная доля вязких потерь 

составит 

� �
�

�

� �

Q
Q Q

B

B c

1

1 1
,	 (10)

где δ — относительная доля вязких по-
терь.

На рис. 4 представлены графики за-
висимостей относительной доли вязких 
потерь δ от частоты воздействий для 
исследованных образцов. На этих гра- 
фиках для оценки доли вязких потерь 
проведены горизонтальные линии на 
уровне 0,5, превышение графиков над 
которыми означает большую долю вяз- 
ких потерь. Частоты пересечений кри-
вых с уровнем 0,5 дают значения 0,0893; 
0,0912; 0,1370; 0,0433 Гц.

Как следует из этих графиков, гра-
ничная частота, ниже которой вязкие 
потери занимают большую часть, на-
ходится в диапазоне от 0,04 до 0,14 Гц. 

Изменение преобладающего вида потерь 
приводит к изменению фазовых соотно-
шений между гармоническими нагруз-
кой и смещением. Смещения опережают 
нагрузку на частотах выше граничной 
частоты, а на частотах ниже — отстают 
от нее. Это приводит, в частности, к из-
менению ориентации эллипса.

Численное моделирование
Численное моделирование колебаний 

пластины проводилось в среде COMSOL 
Multiphysics. Схема закрепления и ре-
зультаты расчета показаны на рис.  5. 
В расчетах модуль упругости пластины 
задавался равным 60  ГПа, коэффици-
ент Пуассона 0,25, что соответствовало 
свойствам габбро. Коэффициенты рэле-
евской модели (3) αdM = 0,04 Гц, βdK = 0. 
При задании граничных условий пла-
стина жестко закреплялась на концах, 
а к средней части прикладывали гармо-
нические перемещения с различными 
частотами в диапазоне от 0,01 до 20 Гц 
в направлении, перпендикулярном оси 

Рис. 4. Графики результатов расчета по формуле (9), иллюстрирующие долю вязких потерь в их общей 
совокупности для образцов 1 (а), 2 (б), 3 (в), 4 (г)
Fig. 4. Graphs of the calculation results based on formula (9), illustrating the share of viscous losses in their total 
amount for samples 1 (a), 2 (б), 3 (в), and 4 (г)
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Рис. 5. Схема численной модели и яркостно-цве-
товая шкала горизонтальных смещений
Fig. 5. Numerical model diagram and brightness-color 
scale of horizontal displacements

Рис. 6. Иллюстративные графики наклонов гистерезисных петлей при частотах воздействия 1, 10,  
20 Гц (а), 0,1 и 0,01 Гц (б), а также средняя часть петли гистерезиса в увеличенном виде (в)
Fig. 6. Illustrative graphs of the slopes of hysteresis loops at exposure frequencies of 1, 10, 20 Hz (a), 0.1 and 
0.01 Hz (b), as well as the middle part of the hysteresis loop in enlarged form (v)

пластины. Остальные части оставались 
свободными. В  процессе моделирова-
ния рассчитывалась реакция пластины 
на деформации. При моделировании не 
ставилась задача получения абсолют-
ных результатов, поэтому все резуль-
таты получены в условных единицах. 
Основной целью было установление 
закономерностей регистрируемых ко-
лебаний, в  частности, связанных с из-
менением доли вязкоупругих потерь в 
общем их балансе, и подтверждение ги-
потезы об изменении характера колеба-
ний при их превышении над потерями 
вида «сухое трение».

На рис.  6 показаны положения гис- 
терезисного эллипса при преобладании 
потерь вида «сухое трение» (рис. 6, а), 
вязкого трения (рис. 6, б), а также сред-
ней части эллипса, по которой опреде-
лялись параметры S11 и S21 формулы (1). 
На этом рисунке z — смещения центра 
образца относительно его оси; q — си-
ловая реакция образца на смещения.

Результаты моделирования подтверж-
дают гипотезу об изменении характера 
вибраций образца и изменении наклона 
гистерезисного эллипса при увеличе-
нии доли вязких потерь выше доли по-
терь вида «сухое трение».

Выводы
Эксперименты на образцах  — пла-

стинах габбро при их циклическом де-
формировании при изгибе по трехто-
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чечной схеме на частотах 0,05—20 Гц 
показали ряд характерных особенностей 
механических потерь для этого диапа-
зона.

Изменение внутренних механических 
потерь в горных породах в инфразвуко- 
вом диапазоне циклических воздействий 
может быть описано суммой обратно 
пропорциональной функции, характе-
ризующей вязкие потери, и постоянной 
величиной для вида «сухое трение».

Для исследованного диапазона частот 
установленная закономерность в части 
вязких потерь соответствует рэлеевской 
модели, описывающей их увеличение 
при уменьшении частоты воздействий.

Экспериментально и расчетным пу-
тем установлено наличие характерной 
частоты изменения преобладающего 
механизма потерь, находящейся в за-

висимости от конкретного образца в 
диапазоне от 0,04 до 0,14  Гц. Переход 
из одного диапазона частот в другой со-
провождается изменением ориентации 
гистерезисного эллипса, что обусловле-
но физикой процессов. В области верх-
них частот исследованного диапазона 
преобладает механизм вида «сухое тре-
ние». В области нижних частот преоб-
ладают вязкие потери и эллипс меняет 
ориентацию. Численное моделирование 
методом конечных элементов подтвер-
дило эту гипотезу.

Авторы выражают благодарность 
д.ф.-м.н., профессору С.Д. Калошкину 
за помощь в организации эксперимен-
тальных исследований и ценные советы 
по их проведению, П.И. Дубинину за 
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